
 



V МіȔțаȞȜȒțа кȜțфȓȞȓțȤіȭ,  
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➬ì✐ñò

➪åäðàòþê ❐åîí✐ä ➘✐ÿ àëãåáðè ❐✐ sl2 íà ñèìåòðè÷í✐ ìíîãî÷ëåíè ✶✵

➪✐ãóí ßðîñëàâ✱ Ïåòðèøèí Ðîìàí✱ Ñêóòàð ■ãîð Óñåðåäíåííÿ â óçàãàëüíåíèõ
ñèñòåìàõ ✐ç ïîâ✐ëüíèìè ✐ øâèäêèìè çì✐íàìè ✶✶

➪✐ãóí ßðîñëàâ✱ Ïåòðèøèí Ðîìàí✱ Óêðà➝íåöü ❰ëåã ✃ðàéîâà çàäà÷à äëÿ
êîëèâíèõ ñèñòåì ç ✐ìïóëüñíîþ ä✐➵þ ✶✸

➪✐ëîçåðîâà ❒àð✐ÿ✱ ×åïîê ❰ëüãà ➚ñèìïòîòè÷í✐ çîáðàæåííÿ ðîçâ✬ÿçê✐â äè✲
ôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåë✐í✐éíîñòÿìè åêñïîíåíö✐àëüíîãî
òèïó ✶✺

➪îáèë➵â ➘ìèòðî Ðåãóëÿðèçîâàí✐ ñë✐äè ñèíãóëÿðíèõ äèôåðåíö✐àëüíèõ îïåðàòî✲
ð✐â ✶✼

➪îíäàðåíêî ✃èðèëî✱ ✃✐÷ìàðåíêî ❰ëüãà ➚ñèìïòîòè÷íå ðîçâ✬ÿçàííÿ çàäà÷✐
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ð✐âíÿííÿ ç ïîõ✐äíîþ Õóêóõàðè ç✐ øâèäêîêîëèâ✲
íèìè êîåô✐ö✐➵íòàìè ✶✽

➪îíäàðåíêî ❰ëüãà✱ Ïðàöüîâèòèé ❒èêîëà Òîïîëîãî✲ìåòðè÷í✐ âëàñòèâîñò✐
ìíîæèí✱ âèçíà÷åíèõ ó òåðì✐íàõ çîáðàæåííÿ ÷èñåë ðÿäàìè ✃àíòîðà✱ ùî
ïîâ✬ÿçàí✐ ç ïîñë✐äîâí✐ñòþ Ô✐áîíà÷÷✐ ✷✶

➪óðòíÿê ■âàí✱ ❒àëèöüêà ➹àííà ➬àäà÷à ➘✐ð✐õëå â ï✐âïðîñòîð✐ äëÿ ð✐âíÿííÿ
✃îëìîãîðîâà ✷✸

➶àñèëåíêî ❮àòàë✐ÿ✱ ➶îâê Þë✐ÿ✱ Ïðàöüîâèòèé ❒èêîëà Ñèñòåìè ÷èñëåííÿ
ç îñíîâîþ s ✐ (m+ 1)✲îþ öèôðîþ ✷✹

➶àñèëåíêî ❮àòàë✐ÿ✱ ×åð÷óê ❮àä✐ÿ Ôóíêö✐ÿ òèïó Ñåðï✐íñüêîãî✱ ïîâ✬ÿçàíà ç
ðÿäàìè ✃àíòîðà ✷✺

➶ëàñåíêî ❒àð✐ÿ Ïåð✐îäè àëãåáðà➝÷íèõ ìíîãîâèä✐â ✷✼

➹îëóá➵â Ñåðã✐é ➚ñèìïòîòè÷íà ïîâåä✐íêà øâèäêî çì✐ííèõ ð✐øåíü äèôåðåíö✐✲
àëüíîãî ð✐âíÿííÿ ç íåë✐í✐éí✐ñòþ✱ ùî øâèäêî çì✐íþ➵òüñÿ ✷✽

➹îðîäåöüêèé ➶àñèëü✱ ✃îë✐ñíèê Ðóñëàíà✱ Øåâ÷óê ❮àòàë✐ÿ ❮åëîêàëüíà
áàãàòîòî÷êîâà çà ÷àñîì çàäà÷à äëÿ åâîëþö✐éíîãî ð✐âíÿííÿ ç îïåðàòîðîì äðî✲
áîâîãî äèôåðåíö✐þâàííÿ ✸✵

➹îðîäí✐é ❒èõàéëî Ïðî îáìåæåí✐ ðîçâ✬ÿçêè ð✐çíèöåâîãî ð✐âíÿííÿ ç êóñêîâî✲
ñòàëèìè îïåðàòîðíèìè êîåô✐ö✐➵íòàìè ✸✶

➹ðèùóê Ñåðã✐é ➪✐ãàðìîí✐÷íå ïðîäîâæåííÿ ãðàä✐➵íò✐â ✸✷

➹ðóøêà ßðîñëàâ ➴âîëþö✐éíà âèäèì✐ñòü ó ì✐íëèâèõ ìíîæèíàõ ✸✹

➘ðîíü ➶✐òàë✐é✱ ❒åäèíñüêèé ■ãîð ➬àäà÷à ✃îø✐ äëÿ îäíîãî êëàñó âèðîäæåíèõ
ïàðàáîë✐÷íèõ ð✐âíÿíü òèïó ✃îëìîãîðîâà ç áëî÷íîþ ñòðóêòóðîþ ✸✺

✸



➷óê Òåòÿíà Ïðî íàáëèæåíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ äèôåðåíö✐àëüíîãî âêëþ✲
÷åííÿ ç✐ çáóðåííÿìè â êîåô✐ö✐➵íòàõ òà íåô✐êñîâàíèì ÷àñîì ✸✼

➍ëàã✐í ➶îëîäèìèð✱ Ïðàöüîâèòèé ❒èêîëà ➱ìîâ✐ðí✐ñíà òåîð✐ÿ íåãà✲Qs çî✲
áðàæåííÿ ÷èñåë ✸✾

➍âòóõîâ ➶✬ÿ÷åñëàâ ➚ñèìïòîòè÷íà ïîâåä✐íêà ðîçâ✬ÿçê✐â äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐â✲
íÿíü ç✐ øâèäêî çì✐ííèìè íåë✐í✐éíîñòÿìè ✹✵

■ëüê✐â ➶✳Ñ✳✱ Ñòðàï ❮✳■✳✱ ➶îëÿíñüêà ■✳■✳ ✃ðàéîâà çàäà÷à äëÿ äèôåðåíö✐àëüíî✲
îïåðàòîðíîãî ð✐âíÿííÿ ç✐ ñëàáêîþ íåë✐í✐éí✐ñòþ ✹✷

■ëü÷óê ❰ëåêñ✐é ❒óôàíãîâ✐ ëàéíåðè òà ➝õ çâ✬ÿçîê ç ôàëåñîâèìè ✹✹

✃àïóñòÿí ❰ëåêñ✐é✱ Ñòàíæèöüêèé ❰ëåêñàíäð✱ Ôåäîðåíêî Þë✐ÿ ßê✐ñíà
ïîâåä✐íêà åâîëþö✐éíèõ âêëþ÷åíü ç ìíîãîçíà÷íîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ á✐ëüø í✐æ
ë✐í✐éíîãî ðîñòó ✹✺

✃îðîáîâ ➶àëåð✐é✱ Ðåâ✐íà Òåòÿíà Ðîçâ✬ÿçîê çàäà÷✐ ñèíòåçó äëÿ çáóðåíî➝ äâî✲
âèì✐ðíî➝ êàíîí✐÷íî➝ ñèñòåìè ✹✼

✃îðîëü ■✳■✳✱ ×åïêàíè÷ ❰✳➶✳✱ Ñêâîðöîâ ■✳➶✳ ➘îñë✐äæåííÿ äèôåðåíö✐àëüíî✲
àëãåáðà➝÷íèõ ñèñòåì ç ç ✐ìïóëüñíîþ ä✐➵þ òà äâîòî÷êîâèìè êðàéîâèìè óìî✲
âàìè ✺✵

✃ðèâîøèÿ Ðîñòèñëàâ Ïðî äåÿê✐ êîíñòðóêö✐➝ ÷èñåë✱ ëàíöþãîâå çîáðàæåííÿ
ÿêèõ çàäîâîëüíÿ➵ óìîâè Õ✐í÷èíà✲❐åâ✐ ✺✶

✃óøí✐ð÷óê ➶àñèëü✱ ✃óøí✐ð÷óê ➶îëîäèìèð ❒åòîä ìîæëèâèõ íàïðÿìê✐â
äëÿ äâîêðèòåð✐àëüíî➝ ìîäåë✐ ❒àðêîâ✐öà ✺✷

✃óøí✐ð÷óê ➶îëîäèìèð ➶èêîðèñòàííÿ äðîáîâîãî áðîóí✐âñüêîãî ðóõó â ðåàëü✲
íèõ çàäà÷àõ ✺✹

❐àòèø ➚íäð✐é✱ ✃✐÷ìàðåíêî ❰ëüãà ■ñíóâàííÿ ðîçâ✬ÿçêó â çàäà÷✐ îïòèìàëü✲
íîãî êåðóâàííÿ åâîëþö✐éíèìè ôóíêö✐îíàëüíî✲äèôåðåíö✐àëüíèìè ð✐âíÿííÿìè
íà ï✐âîñ✐ ✺✻

❐àõâà Ðîêñîëàíà✱ ❒îãèëüîâà ➶✐êòîð✐ÿ ➬àñòîñóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ
äî ✐íòåãðî✲äèôåðåíö✐àëüíî➝ çàäà÷✐ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ✺✼

❐åíþê ❰ëåã✱ ❮✐ê✐ò✐íà ❰ëüãà✱ Øèíêàðèê ❒èêîëà Ðîçâ✬ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìà✲
òåìàòè÷íî➝ ô✐çèêè ìåòîäîì ã✐áðèäíîãî ✐íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ ➴éëåðà✲
➪åññåëÿ íà ñåãìåíò✐ ✻✵

❒àêàð÷óê ❰ëåã Ïðî äåÿê✐ ìåòðè÷í✐ ðåçóëüòàòè çàäàí✐ â òåðì✐íàõ ëàíöþãî✲
âîãî A2✲ïðåäñòàâëåííÿ ç àëôàâ✐òîì {0, 5; 1} ✻✷

❒àêàð÷óê ❰ëåã✱ Ñêàêóí ➘ìèòðî✱ Õàëåöüêèé ➶àäèì ➴ðãîäè÷í✐ âëàñòèâî✲
ñò✐ îäí✐➵➝ äèíàì✐÷íî➝ ñèñòåìè çàäàíî➝ â òåðì✐íàõ ëàíöþãîâîãî A2✲ïðåäñòàâëåííÿ
÷èñåë â✐äð✐çêó [0, 5; 1] ✻✸

✹



❒àêñèìîâ ❰ëåêñàíäð ➚ñèìïòîòè÷íà ïîâåä✐íêà äåÿêèõ òèï✐â ðîçâ✬ÿçê✐â îäíî✲
ãî êëàñó ñèñòåì äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü ✻✹

❒àðòèíþê ❰ëüãà✱ Ñòàíæèöüêèé ❰ëåêñàíäð Ñòîõàñòè÷í✐ åâîëþö✐éí✐ ð✐â✲
íÿííÿ ó íåñê✐í÷åííîâèì✐ðíèõ ïðîñòîðàõ ✻✺

❒àðòèíþê Ñåðã✐é✱ Öóðêàí ➶ÿ÷åñëàâ Ïîáóäîâà ìàòðèö✐ ðåçóëüòàò✐â êî✲
ìàíäè✳ ■ãðîâà ä✐ÿ àòàêóâàëüíèé óäàð ✻✻

❒àðö✐íê✐â ❒àð✐ÿ ❐✐ïøèöåâ✐ ôóíêö✐➝ íà ñê✐í÷åííîâèì✐ðíèõ ïðîñòîðàõ ✐ç ñèìå✲
òðè÷íèì áàçèñîì ✻✾

❒àöåíêî ➶àñèëü ❒îäåëþâàííÿ ïðîöåñ✐â çáîðó âðîæàþ â äèñêðåòíèõ ñèñòåìàõ ✼✵

❒îðîç ❒èêîëà Ïðåäñòàâëåííÿ ä✐éñíèõ ÷èñåë çíàêîçì✐ííèìè ðÿäàìè Ïåððîíà
òà éîãî ì✐ñöå ñåðåä â✐äîìèõ ïðåäñòàâëåíü ✼✷

❒èõàéëþê ➶îëîäèìèð Òîïîëîã✐÷íà õàðàêòåðèçàö✐ÿ ð✐çíèõ òèï✐â êâàç✐ìåòðè✲
÷íèõ ïðîñòîð✐â ✼✹

❮àçàðåíêî ❰ëåã✱ Ñòåõóí ➚íæåëà✱ ßðîâèé ➚íàòîë✐é ❰äíà ñòàö✐îíàðíà çà✲
äà÷à äèôðàêö✐➝ ïðóæíî➝ õâèë✐ íà ñôåðè÷íîìó äåôåêò✐ ✼✻

❮åñòåðåíêî ➶àñèëü Ïðî ïñåâäîêâàç✐íåïåðåðâí✐ñòü òà ➝➝ àíàëîãè ✼✽

❮åñòåðåíêî ➶àñèëü✱ Ôîò✐é ❰ëåíà Ïðî ñóêóïíó êâàç✐íåïåðåðâí✐ñòü ìíîãîçíà✲
÷íèõ â✐äîáðàæåíü ✼✾

Ïàñ✐÷íèê ➹àëèíà✱ ❒åäèíñüêèé ■ãîð ➬àäà÷à ✃îø✐ äëÿ îäíîãî âèðîäæåíîãî
ð✐âíÿííÿ✱ êîåô✐ö✐➵íòè ÿêîãî íå çàëåæàòü â✐ä çì✐ííèõ âèðîäæåííÿ ✐ ìîæóòü
çðîñòàòè ✽✵

Ïåòðèíà ➹ðèãîð✐é✱ ✃ðàâåöü ➶àñèëü ➚íàë✐ç òà àïðîêñèìàö✐ÿ ñòîõàñòè÷íèõ
äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü ç çàï✐çíåííÿì ✽✶

Ïëàêèäà ➶✐êòîð✱ Ïðàöüîâèòèé ❰ëåêñàíäð Ïðî îäíå óçàãàëüíåííÿ äâîñèì✲
âîëüíèõ ñèñòåì êîäóâàííÿ ÷èñåë ç äâîìà îñíîâàìè ✽✷

Ïðàâäèâèé ❰ëåêñàíäð✱ Ñòàíæèöüêèé ➚íäð✐é Ñëàáê✐ ðîçâ✬ÿçêè ñòîõàñòè✲
÷íèõ ôóíêö✐îíàëüíî✲äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü íåéòðàëüíîãî òèïó ó íåñê✐í✲
÷åííîâèì✐ðíèõ ïðîñòîðàõ ✽✸

Ïðàöüîâèòèé ❒èêîëà✱ ❐èñåíêî ■ðèíà✱ Ðàòóøíÿê Ñîô✐ÿ Ðîçïîä✐ëè éìî✲
â✐ðíîñòåé íà ôðàêòàëüí✐é ñàìîïîä✐áí✐é êðèâ✐é ïàâóòèííîãî òèïó✱ ïîâ✬ÿçàí✐é
ç✐ Ñí✐æèíêîþ ✃îõà ✽✺

Ïðàöüîâèòèé ❒èêîëà✱ ➶àñüêåâè÷ Ñâ✐òëàíà✱ ❮àçàð÷óê ➶àëåíòèíà ❰äèí
êîíòèíóàëüíèé êëàñ ôðàêòàëüíèõ ôóíêö✐é✱ îçíà÷åíèõ â òåðì✐íàõ Q∗

s✲çîáðàæåííÿ
÷èñåë ✽✼

Ïóêàëüñüêèé ■âàí✱ ßøàí ➪îãäàí ✃ðàéîâà çàäà÷à ç ✐ìïóëüñíèì âïëèâîì äëÿ
ïàðàáîë✐÷íîãî ð✐âíÿííÿ ç âèðîäæåííÿì ✽✾

✺



Ðàòóøíÿê Ñîô✐ÿ Ôðàêòàëüíèé àíàë✐ç ôóíêö✐é✱ îçíà÷åíèõ â òåðì✐íàõ ëàíöþ✲
ãîâîãî As✲çîáðàæåííÿ ✾✶

Ðîìàí✐â ➚íäð✐é Ñï✐ëüí✐ êðàòí✐ ìàòðèöü òðåòüîãî ïîðÿäêó íàä êîìóòàòèâ✲
íèìè îáëàñòÿìè áåçó ñòàá✐ëüíîãî ðàíãó ✶✱✺ ✾✸

❮àòàë✐ÿ Ñàìàðóê ✃âàç✐✲ìîíîìè â✐äíîñíî ãðóïè ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü ïðî✲
ñòîðó òà ãðóïè ïîâîðîò✐â ïðîñòîðó SO(3) ✾✹

Ñåðã✐éêî ➘àð✬ÿ Ñèíãóëÿðí✐ ôóíêö✐➝✱ ïîâ✬ÿçàí✐ ç ìàðêîâñüêèì çîáðàæåííÿì ÷è✲
ñåë ✾✻

Ñåðäþê ➚íàòîë✐é✱ Ñîêîëåíêî ■ãîð ❮àáëèæåííÿ ñóìàìè Ôóð✬➵ êëàñ✐â ➶åéëÿ✲
❮àäÿ W

r
β,1

â ð✐âíîì✐ðí✐é ìåòðèö✐ ✾✼

Ñêèãàð ❰êñàíà Ôàíî òà ➪óëåâ✐ ëàéíåðè ✾✽

Ñîá÷óê ➶✳➶✳✱ ➬åëåíñüêà ■✳❰✳ Ñòðóêòóðà ðîçâ✬ÿçêó ñèñòåìè ñèíãóëÿðíî çáó✲
ðåíèõ äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü íà âèïàäîê ìàòðèö✐ ç â✐ä✬➵ìíèìè êîåô✐ö✐➵í✲
òàìè ✾✾

Öàíü ➶✐êòîð✐ÿ✱ Ïåðåñòþê Þð✐é ➘èñèïàòèâí✐ñòü ñèñòåì äèíàì✐÷íèõ ð✐â✲
íÿíü íà ÷àñîâèõ øêàëàõ ✶✵✷

Þð÷åíêî ■ãîð✱ ßñèíñüêèé ➶îëîäèìèð ➘îñë✐äæåííÿ ïîâåä✐íêè ðîçâ✬ÿçê✐â
ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõ✐äíèõ ç âèïàäêîâè✲
ìè ïàðàìåòðàìè â ïðàâ✐é ÷àñòèí✐ ✶✵✻

❆❜❞✐♠❛♥❛♣♦✈❛ P❡r✐③❛t ❖♥ t❤❡ s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♥♦♥❧♦❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡
♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✵✽

❆♥t♦♥♦✈❛ ❚❛♠❛r❛✱ ▲✉ts✐✈ ❨❡✈❤❡♥✐✐ ❖♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐✲
♦♥s ♦❢ s♦♠❡ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ 4F3 ✶✵✾

❇❛♥❛❦❤ ❚❛r❛s ❆❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ ●❡♦♠❡tr② ✐♥ ▲✐♥❡rs ✶✶✶

❇❡❜✐②❛ ▼❛①✐♠ ❖♥ ❧♦❝❛❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇✐t❤ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ✶✶✷

❇✐❤✉♥ ❱✐t❛❧✐✐✱ ❙t❛❦❤✐✈ ❘♦st②s❧❛✈✱ ❩❛❣♦r♦❞♥②✉❦ ❆♥❞r✐② ❙②♠♠❡tr✐❝ P♦❧②♥♦♠✐✲
❛❧s ♦♥ ■♥✜♥✐t❡✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡s ✶✶✸

❇♦♥❞❛r❡♥❦♦ ◆❛t❛❧✐❛ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❙②❧♦✇ p✲s✉❜❣r♦✉♣s
♦❢ s②♠♠❡tr②❝ ❣r♦✉♣s ❜② ③❡r♦✲tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s ✶✶✹

❈❤❡r❡✈❦♦ ■❤♦r✱ ■❧✐❦❛ ❙✈✐t❧❛♥❛✱ ▼❛t✇✐② ❖❧❡❦s❛♥❞r✱ P✐❞❞✉❜♥❛ ▲❛r②s❛ ❖♥ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞❡❧❛② ❛♥❞ t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ✶✶✻

❈❤❡r♥❡❣❛ ■r②♥❛ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❆❧❣❡❜r❛ ♦❢ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❆♥❛❧②t✐❝
❋✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❇♦✉♥❞❡❞ ❚②♣❡ ♦♥ ❛ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡ ✶✶✽

❈❤♦♣✐✉❦ ❨✉r✐✐✱ ❩❛❣♦r♦❞♥②✉❦ ❆♥❞r✐② ❘✐♥❣s ♦❢ ▼✉❧t✐♥✉♠❜❡rs ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❈♦♠♣❧❡① ❙tr✉❝t✉r❡ ✶✶✾

✻



❉✐♠✐tr♦✈❛ ❙✈✐t❧❛♥❛✱ ●✐r②❛ ◆❛t❛❧✐❛❖♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t t❤❡♦r❡♠ ❲✐❡♥❡r✲
P❛❧❡② ✶✷✶

❉♦❧✐s❤♥✐❛❦ ❉❛r②♥❛✱ ❉♦❧✐s❤♥✐❛❦ P❛✈❧♦✱ ❩❛❣♦r♦❞♥②✉❦ ❆♥❞r✐② ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❇❛❝❦✇❛r❞
❙❤✐❢ts ♦♥ t❤❡ ❘✐♥❣ ♦❢ ▼✉❧t✐s❡ts ✶✷✸

❉✉❜❡✐ ◆❛t❛❧✐✐❛✱ ❩❛❣♦r♦❞♥②✉❦ ❆♥❞r✐② ❙②♠♠❡tr✐❝ ❆♥❛❧②t✐❝ ❋✉♥❝t✐♦♥s ❆ss♦❝✐❛t❡❞
❲✐t❤ ❛♥ ■♥✜♥✐t❡ ❚r❡❡ ✶✷✹

❉③❤❛❧✐✉❦ ◆❛t❛❧✐✐❛✱ P❡tr②❝❤❦♦✈②❝❤ ❱❛s②❧✬ ❖♥ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❙②❧✈❡st❡r✲t②♣❡ ♠❛tr✐①
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✬s s♦❧✉t✐♦♥ ✶✷✻

❋❛r②♠❛ ❉♠②tr♦✱ ❍♦❧✉❜❝❤❛❦ ❖❧❡❤✱ ❩❛❣♦r♦❞♥②✉❦ ❆♥❞r✐② ❖♥ ❛ ❙♣❡❝✐❛❧ ❆♥❛❧②t✐❝
▼❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❯♥❜♦✉♥❞❡❞ ❚②♣❡ ♦♥ ℓ1. ✶✷✽

❋❡❞♦r❝❤✉❦ ❱❛s②❧✱ ❋❡❞♦r❝❤✉❦ ❱♦❧♦❞②♠②r ❖♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
✐♥✈❛r✐❛♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r s♦♠❡ P (1, 4)✲✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✶✷✾

●❡❢t❡r ❙❡r❤✐✐✱ P✐✈❡♥✬ ❖❧❡❦s✐✐ ◆♦♥❧✐♥❡❛r P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ▼♦❞✉❧❡
♦❢ ❈♦♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦✈❡r ❛ ❈♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❘✐♥❣ ✶✸✵

●♦② ❚❛r❛s ❙♦♠❡ ❚♦❡♣❧✐t③✕❍❡ss❡♥❜❡r❣ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥ts ✇✐t❤ ❙❝❤r☎♦❞❡r ◆✉♠❜❡r ❊♥tr✐❡s ✶✸✷

●✉t✐❦ ❖❧❡❣ ❖♥ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛❝t s❤✐❢t✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♦♥ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❞♦✇♥ s✉❜s❡♠✐✲
❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ❜✐❝②❝❧✐❝ ♠♦♥♦✐❞ ✇✐t❤ ❛❞❥♦✐♥❡❞ ③❡r♦ ✶✸✹

●✉t✐❦ ❖❧❡❣✱ ▼❛❦s②♠②❦ ❑❛t❡r②♥❛ ❖♥ s❡♠✐t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s✐♠♣❧❡ ✐♥✈❡rs❡ ω✲s❡♠✐❣r♦✉♣s
✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❣r♦✉♣s ✶✸✻

❍❛♥❞❡r❛✲❑❛❧②♥♦✈s❦❛ ❖❧❤❛✱ ❑r❛✈ts✐✈ ❱✐❦t♦r✐✐❛ ❚❤❡ ❲❛r✐♥❣✲●✐r❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r
s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ℓp ✶✸✽

❍❡♥t♦s❤ ❖❦s❛♥❛ ❘❛t✐♦♥❛❧❧② ❢❛❝t♦r✐③❡❞ ▲❛① t②♣❡ ✢♦✇s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧❧②
❡①t❡♥❞❡❞ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ♠❛tr✐① s✉♣❡r✲✐♥t❡❣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❍❛♠✐✲
❧t♦♥✐❛♥ str✉❝t✉r❡ ✶✸✾

❍✉③②❦ ◆❛❞✐✐❛ ■♥✈❡rs❡ ❢r❡❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✶✹✶

■✈❛♥✐✉❦ ❆♥❞r✐✐ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✶✹✷

❑❛❞✐r❜❛②❡✈❛ ❩❤❛③✐r❛ ❙♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦❛❞✐✲
♥❣s ✶✹✹

❑❛r❧♦✈❛ ❖❧❡♥❛ ❖♥ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❘✉❞✐♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❇❛✐r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧②
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✶✹✺

❑✐♠❛❦ ❱♦❧♦❞②♠②r✱ ❩❛❣♦r♦❞♥②✉❦ ❆♥❞r✐② ▼❡t❤♦❞ ♦❢ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✐♥
▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶✹✻

❑❧❡✈❝❤✉❦ ■✈❛♥ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢ t♦r✐ ❢♦r ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤
s♠❛❧❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✶✹✽

❑♦♥❛r♦✈s❦②✐ ❱✐t❛❧✐✐ ❉❡❛♥✕❑❛✇❛s❛❦✐ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢
♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✶✺✵

✼



❑♦③❧♦✈s❦②✐ ▼②❦♦❧❛ ❖♥❡✲♣♦✐♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✶✺✷

▲✉ts✐✈ ■❧♦♥❛✲❆♥♥❛ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ H4(a, b; c, b; z)/H4(a+ 1, b; c+ 1, b; z) ✶✺✹

▼❛s❧②✉❝❤❡♥❦♦ ❖❧❡❦s❛♥❞r✱ ▼②r♦♥②❦ ❱❛❞②♠✱ ■✈❛s✐✉❦ ❘♦♠❛♥ ❚✇♦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s
♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❛❝t s✉❜s♣❛❝❡s ✶✺✻

▼❛③✉r❡♥❦♦ ❖❧❡s✱ ❇❛♥❛❦❤ ❚❛r❛s Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❛♥❞ ❢r❡❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❝✉ts ❛s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
♠♦❞❡❧s ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐rr❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✶✺✽

◆♦✈♦s❛❞ ❩♦r✐❛♥❛ ❆✣♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✶✺✾

P✐✈♦✈❛r❝❤✐❦ ❱✐❛❝❤❡s❧❛✈✱ ❙✉♣r❛♥♦✈②❝❤ ❆❧❡s✐❛ ■♥✈❡rs❡ ❙t✉r♠✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✻✵

P♦♥♦♠❛r✐♦✈ ❘♦st②s❧❛✈✱ ❱❛s②❧②s❤②♥ ❚❛r❛s ❙②♠♠❡tr✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦♥ ❈❛rt❡s✐❛♥
♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ♦❢ ▲❡❜❡s❣✉❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✶✻✷

Pr♦ts❛❦❤ ◆❛t❛❧✐✐❛✱ ■✈❛s②✉❦ ❍❛❧②♥❛✱ ❋r❛t❛✈❝❤❛♥ ❚♦♥✐❛✱ ❘✉❜✐♥s❦②② ❨✉r✐✐ ❖♥
✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤✐r❞ ♦r❞❡r s❡♠✐❧✐♥❡❛r ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✻✸

Pr②❦❛r♣❛ts❦✐ ❆♥❛t♦❧✐❥✱ ❍❡♥t♦s❤ ❖❦s❛♥❛ ❙✉♣❡r❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉♣❡r✲♣s❡✉❞♦❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✶✻✺

Ps❤②❦ ❱❧❛❞②s❧❛✈ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❛♣♣✉s ❛♥❞ ❉❡s❛r❣✉❡s✐❛♥ ❛✣♥❡ ♣❧❛♥❡s ✶✻✽

❙❛✈❝❤✉❦ ▼❛r②♥❛✱ ❙❛✈❝❤✉❦ ❱✐❦t♦r ❇❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❈❛✉❝❤②✕❙③❡❣☎♦ ❦❡r♥❡❧s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✶✻✾

❙❡r❞②✉❦ ❆♥❛t♦❧②✱ ❙t❡♣❛♥✐✉❦ ❚❡t✐❛♥❛ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦♥ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✶✼✵

❙❤❝❤❡❞r②❦ ❱♦❧♦❞②♠②r ❆ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❡❛r ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ✸
♦✈❡r ❛ ✜❡❧❞ ✶✼✷

❙❤♣❛❦✐✈s❦②✐ ❱✐t❛❧✐✐ σ✲♠♦♥♦❣❡♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛❧❣❡❜r❛s ✶✼✸

❙♠♦rts♦✈❛ ❑❛t❡r②♥❛✱ ●❡❢t❡r ❙❡r❤✐✐ ❊✉❧❡r✲▼❛s❝❤❡r♦♥✐ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥s ✶✼✺

❙♠♦rts♦✈❛ ❚❡t②❛♥❛ ❘❡t✉r♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❆r❜✐tr❛r② ▲✐♥❡❛r ❙②st❡♠s ♦❢ t❤❡ ❙❡❝♦♥❞
❖r❞❡r ✶✼✼

❙t❛♥③❤②ts❦②✐ ❖❧❡①❛♥❞r✱ ❯t❡s❤♦✈❛ ❘♦③❛✱ ❑❤❛❧❡ts❦❛ ❩♦✐❛ ❖♥ t❤❡ ✐♥t❡rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ s❡ts ♦❢ ✜①❡❞ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡✶✼✽

❚❛✐str❛ ❨✉r✐✐✱ P❡❧②❦❤ ❱♦❧♦❞②♠②r ❖✉t❣♦✐♥❣ ♥✉❧❧ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥❡✉tr✐♥♦ ✜❡❧❞
❡q✉❛t✐♦♥s ✶✽✵

❚❛r❛♥❡ts ❘♦♠❛♥ ❊①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
t❤✐♥✲✜❧♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ✶✽✶

✽



❚❡♠❡s❤❡✈❛ ❙✈❡t❧❛♥❛✱ ❆s❤✐r♦✈ ❙❛♥s②③❜❛✐ ❖♥ ❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ■♥✐t✐❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❢♦r ❛ ❇♦✉♥❞❛r② ❱❛❧✉❡ Pr♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ■♠♣✉❧s✐✈❡ ❆❝t✐♦♥ ✶✽✷

❱❛r✈❛r✐✉❦ ▼②❦❤❛✐❧♦✱ ❱❛s②❧②s❤②♥ ❚❛r❛s ❖♥ ✇❡❛❦❧② ❜❧♦❝❦✲s②♠♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡❧② s✉♠♠✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✶✽✹

❱❛s②❧②s❤②♥ ❙✈✐t❧❛♥❛ ❖♥ ❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡ts
♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦♥ s♦♠❡ ❇❛♥❛❝❤ s♣❛❝❡s ✶✽✺

❩❛✈❛r③✐♥❛ ❖❧❡s✐❛ P❧❛st✐❝ ♣❛✐rs ♦❢ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡s ✶✽✻

✾



✃âàç✐✲ìîíîìè â✐äíîñíî ãðóïè ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü ïðîñòîðó òà ãðóïè

ïîâîðîò✐â ïðîñòîðó SO(3)
❮àòàë✐ÿ Ñàìàðóê

Ïðèêàðïàòñüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò ✐ìåí✐ ➶àñèëÿ Ñòåôàíèêà✱ ■âàíî✲Ôðàíê✐âñüê✱
Óêðà➝íà

Õìåëüíèöüêèé íàö✐îíàëüíèé óí✐âåðñèòåò✱ Õìåëüíèöüêèé✱ Óêðà➝íà

❮åõàé H ✕ ï✐äãðóïà ïðîñòîðîâî➝ àô✐ííî➝ ãðóïè Aff(3)✱ ùî ðîçãëÿäà➵òüñÿ ðàçîì ç ñâî➵þ
ïðèðîäíîþ ä✐➵þ íà ä✐éñíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîð✐ ìíîãî÷ëåí✐â â✐ä òðüîõ çì✐ííèõ✳

❰çíà÷åííÿ✳ Ñ✐ì✬ÿ ìíîãî÷ëåí✐â Bm,n,k(x, y, z) íàçèâà➵òüñÿ êâàç✐✲ìîíîìîì â✐äíîñíî H✱
ÿêùî îïåðàòîðè ãðóïè â äâîõ ð✐çíèõ áàçèñàõ {xmynzk} ✐ {Bm,n,k(x, y, z)} ìàþòü îäíàêîâ✐
ìàòðèö✐✳

Ó ñòàòò✐ ❬✶❪ îòðèìàíî ïîâíèé îïèñ óñ✐õ ñ✐ìåé ìíîãî÷ëåí✐â✱ ÿê✐ ➵ êâàç✐ìîíîìàìè â✐äíîñíî
ãðóïè ïîâîðîò✐â ïëîùèíè SO(2)✱ â òåðì✐íàõ ïîðîäæóþ÷èõ ôóíêö✐é öèõ ñ✐ìåé✳ Ó ñòàòò✐ ❬✷❪
íàìè îòðèìàíî îïèñ êâàç✐ìîíîì✐â äëÿ âèïàäêó✱ êîëè ãðóïàH ïîðîäæåíà ìàñøòàáóâàííÿìè✱
ïîâîðîòàìè òà ïàðàëåëüíèìè ïåðåíåñåííÿìè ïëîùèíè✳

❒è ïðîïîíó➵ìî âè÷åðïíèé îïèñ✱ ïîä✐áíèé äî ✷❉ âèïàäêó✱ ñ✐ìåé ìíîãî÷ëåí✐â✱ ÿê✐ ➵ êâà✲
ç✐ìîíîìàìè â✐äíîñíî ãðóïè ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü ïðîñòîðó òà ãðóïè ïîâîðîò✐â ïðîñòîðó
SO(3)✳

❰çíà÷åííÿ✳ Ñ✐ì✬ÿ ìíîãî÷ëåí✐â {Bm,n(x, y)} íàçèâà➵òüñÿ êâàç✐✲ìîíîì✐àëüíîþ â✐ä✲

íîñíî ãðóïè ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü ïðîñòîðó ✱ ÿêùî âèêîíó➵òüñÿ íàñòóïíà òîòî✲
æí✐ñòü

Bm,n,k(x+ a, y + b, z + c) =

=

m∑

i=0

n∑

j=0

k∑

l=0

(
m

i

)(
n

j

)(
k

l

)
am−ibn−jck−lBi,j,l(x, y, z),

äëÿ âñ✐õ m,n, k ∈ N ✐ äëÿ âñ✐õ a, b, c ∈ R.
❮àñòóïíà òåîðåìà äà➵ ïðîñòèé êðèòåð✐é êâàç✐✲ìîíîì✐àëüíîñò✐ ñ✐ì✬➝ ìíîãî÷ëåí✐â ó

òåðì✐íàõ ➝➝ åêñïîíåíö✐àëüíî➝ ïîðîäæóþ÷î➝ ôóíêö✐➝✳
Òåîðåìà✳ Ñ✐ì✬ÿ ìíîãî÷ëåí✐â Bm,n,k(x, y, z) ➵ êâàç✐✲ìîíîì✐àëüíîþ ñ✐ì✬➵þ â✐äíîñíî ãðó✲

ïè ãðóïè ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü ïðîñòîðó òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè ➝➝ åêñïîíåíö✐àëüíà
ïîðîäæóþ÷à ôóíêö✐ÿ ìà➵ âèãëÿä

G = C(u, v, w)exu+yv+zw,

äå C(u, v, w) ✕ äîâ✐ëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä çà çì✐ííèìè u, v, w✳
❰çíà÷åííÿ✳ Ñ✐ì✬ÿ ìíîãî÷ëåí✐â {Bm,n(x, y)} íàçèâà➵òüñÿ êâàç✐✲ìîíîì✐àëüíîþ â✐ä✲

íîñíî ãðóïè ïîâîðîò✐â ïðîñòîðó ❙❖✭✸✮✱ ÿêùî âèêîíó➵òüñÿ íàñòóïíà òîòîæí✐ñòü

Tα,β,γ(Bm,n,k(x, y, z)) =
∑

m1+m2+m3=m
n1+n2+n3=n

k1+k2+k3=k

C(α, β, γ,m1, . . . , k3)×

×Bm1+n1+k1,m2+n2+k2,m3+n3+k3(x, y, z),

äëÿ âñ✐õ m,n, k ∈ N ✐ âñ✐õ Tα,β,γ ∈ SO(3)✳
❮àñòóïíà òåîðåìà ➵ êðèòåð✐➵ì êâàç✐✲ìîíîì✐àëüíîñò✐ ñ✐ì✬➝ ìíîãî÷ëåí✐â â✐äíîñíî ãðóïè

ïîâîðîò✐â ïðîñòîðó SO(3) ó òåðì✐íàõ ➝➝ åêñïîíåíö✐àëüíî➝ ïîðîäæóþ÷î➝ ôóíêö✐➝
Òåîðåìà✳ Ñ✐ì✬ÿ ìíîãî÷ëåí✐â {Bm,n,k(x, y, z)}✱ âèçíà÷åíà åêñïîíåíö✐àëüíîþ ïîðîäæó✲

þ÷îþ ôóíêö✐➵þ

G = G(x, y, z, u, v, w) =
∞∑

m,n,k=0

Bm,n,k(x, y, z)
um

m!

vn

n!

wk

k!
,

✾✹



➵ êâàç✐✲ìîíîì✐àëüíîþ òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè G ➵ ôóíêö✐➵þ òðüîõ çì✐ííèõ ux + vy +
wz, x2 + y2 + z2 ✐ u2 + v2 + w2✳

➶ëàñòèâ✐ñòü êâàç✐✲ìîíîì✐àëüíîñò✐ ìîæå çíèêíóòè✱ ÿêùî ìíîãî÷ëåíè äîìíîæèòè íà êîí✲
ñòàíòó✱ ùî ➵ çâè÷àéíîþ ïðàêòèêîþ â çàñòîñóâàííÿõ äëÿ ï✐äòðèìêè ä✐àïàçîíó çíà÷åíü ó
ðîçóìíèõ ìåæàõ✳ ❮àñòóïíà òåîðåìà âêàçó➵ íà ÿê✐ êîíñòàíòè ìîæíà ìíîæèòè ìíîãî÷ëåíè
äëÿ çáåðåæåííÿ âëàñòèâîñò✐ êâàç✐✲ìîíîì✐àëüíîñò✐✳

Òåîðåìà✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî {Bm,n,k(x, y, z)} ➵ ñ✐ì✬➵þ êâàç✐✲ìîíîì✐â✳ Ñ✐ì✬ÿ ìíîãî✲
÷ëåí✐â {B̃m,n,k(x, y, z)}, äå

B̃m,n,k(x, y, z) = αm,n,kBm,n,n(x, y, z),

áóäå êâàç✐✲ìîíîì✐àëüíîþ òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè êîåô✐ö✐➵íò αm,n,k ➵ äîâ✐ëüíîþ ôóíêö✐➵þ
îäí✐➵➝ çì✐ííî➝ m+ n+ k.

➘îñë✐äæåííÿ ì✐ñòèòü âè÷åðïíèé îïèñ ñ✐ì✬➝ ìíîãî÷ëåí✐â✱ ÿê✐ ➵ êâàç✐✲ìîíîìàìè â✐ä✲
íîñíî ãðóïè ïàðàëåëüíèõ ïåðåíåñåíü ïðîñòîðó òà ãðóïè ïîâîðîò✐â ïðîñòîðó SO(3)✱ ïîøèðþ✲
þ÷è ðåçóëüòàòè ïîïåðåäí✐õ ðîá✐ò íà ✷❉✲âèïàäêè✳ Ïðîäåìîíñòðîâàíî✱ ùî ñ✐ì✬þ ìíîãî÷ëåí✐â
ìîæíà ââàæàòè êâàç✐✲ìîíîìàìè òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè ➝➝ åêñïîíåíö✐àëüíà ïîðîäæóþ÷à
ôóíêö✐ÿ çàëåæèòü â✐ä ïåâíèõ òðüîõ çì✐ííèõ✳ ✃ð✐ì òîãî✱ âñòàíîâëåíî óìîâè✱ çà ÿêèõ ðîçòÿã
✭ìàñøòàáóâàííÿ✮ êâàç✐✲ìîíîì✐â çáåð✐ãà➵ ➝õíþ âëàñòèâ✐ñòü áóòè êâàç✐✲ìîíîìîì✳

❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ❇❡❞r❛t②✉❦ ▲✳✱ ❋❧✉ss❡r ❏✳✱ ❙✉❦ ❚✳✱ ❑♦st❦♦✈❛ ❏✳✱ ❑❛✉ts❦② ❏✳ ◆♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ r♦t❛t✐♦♥ ♠♦♠❡♥t
✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✷✵✷✷✱ ✶✷✼✱ ✶✵✽✻✵✼✳

❬✷❪ ❙❛♠❛r✉❦ ◆✳ ◗✉❛s✐✲♠♦♥♦♠✐❛❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛✣♥❡ ❣r♦✉♣✳
▼❛t❡♠❛t②❝❤♥✐ st✉❞✐✐✳ ✷✵✷✸✳ ❱♦❧✳ ✺✾✱ ✶✳ P✳ ✸✲✶✶✳

❡✲♠❛✐❧✿ s❛♠❛r✉❦✳♥❛t❅❦❤♠♥✉✳❡❞✉✳✉❛
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