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У роботi розглядається модель екологiчної сукцесiї, вiдома як розi-
мкнений гiперцикл Ейгена. Визначено стiйкiсть особливих точок трьохви-
мiрного випадку. Показано залежнiсть стiйкостi особливої точки вiд стру-
ктури її координат.

In this article we research model ecological succession, known as open the
Eigen hypercycle. The stability of equilibrium points was determine for thee-
dimention case. Dependence of stability of equilibrium points on the structure
of its coordinates was shown.

В работе рассматривается модель экологической сукцессии, известная
как разомкнутый гиперцикл Ейгена. Определенно устойчивость особых
точек трехмерного случая. Показана зависимость устойчивости особой то-
чки от структуры ее координат.

Вступ.
Сучасний стан навколишнього середовища, загострення екологiчних

проблем, що в свою чергу поглиблюють як економiчний, так i соцiаль-
ний дисбаланс, зумовили необхiднiсть екологiчного моделювання. Основ-
ним об’єктом дослiдження тут виступають бiогеоценози (екосистеми) [1,
3, 8, 12]. Розумiння фундаментальних законiв їх розвитку та реакцiй на
вплив зовнiшнiх факторiв дозволить здiйснювати оперативну та доцiльну
екологiчну полiтику.

Традицiйно одним з засобiв опису макроекологiчних процесiв є дифе-
ренцiальнi рiвняння [7, 9]. Основним з напрямiв дослiдження диферен-
цiальних моделей є розгляд рiзних аспектiв стiйкостi, що має пряме пра-
ктичне значення, оскiльки тiсно пов’язане з природоохоронною тематикою
[11]. Знання станiв стабiльного iснування екологiчних екосистем дозволить
ефективно проектувати та екологiчно безпечно здiйснювати господарську
дiяльнiсть людини.

В роботi основна увага буде придiлена модифiкацiї класичної моделi
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Ейгена [14]:

dxi
dt

=

Fi(x)−
n∑

j=1

xjFj(x)

xi, i = 1, n (1)

де F1(x) = k1x1, Fi(x) = kixi + k
′
ixixi−1, i = 2, n, xi – популяцiйна змiнна,

концентрацiя (чисельнiсть) i -ої атомарної одиницi (пiд атомарною одини-
цею розумiється найменша одиниця системи, що розглядається: так для
бiологiчних макросистем це популяцiї або асоцiацiї); ki, k

′
i – константи.

Слiд зазначити, що модель (1) добре описує самоорганiзацiю, яка часто
спостерiгається в ходi еволюцiї живої природи, проте й має певнi недолiки,
що викликало необхiднiсть її модифiкацiї. Так, в [13] було введено обме-
ження на сумарну масу всiх асоцiацiй та механiзм вступу в систему нової
(подано трьохвимiрний випадок):

dx1
dt =

(
F1(x)− 1

S0
(x1F1(x) + x2F2(x) + x3F3(x))

)
x1,

dx2
dt =

(
F2(x)− 1

S0
(x1F1(x) + x2F2(x) + x3F3(x))

)
x2,

dx3
dt =

(
F3(x)− 1

S0
(x1F1(x) + x2F2(x) + x3F3(x))

)
x3,

(2)

де F1(x) = N −x1, F2(x) = a1x1−x2, F3(x) = a2x2−x3, a1 > 0, a2 > 0, N >
0, S0 > 0. Зазначимо, що тут змiннi мають подiбний смисл, що й в моделi
(1), а зi змiстом параметрiв можна ознайомитись у роботi [13].

Вiдмiтимо, що отримано досить важливi результати з дослiдження кла-
сичної моделi гiперциклу Ейгена [14], моделi в частинних похiдних [15, 16]
та iнших модифiкацiй [5, 17, 18, 19]. Щодо моделi розiмкненого гiперцикла
Ейгена, то вона мало дослiджена. Так в роботах [10, 13] розглянуто лише
двовимiрний випадок. Проте розумiння протiкання екологiчних процесiв
у реальнiй системi вимагає дослiдження моделей вищого порядку.

В данiй роботi буде визначено особливi точки моделi (2), дослiджено їх
стiйкiсть, показано деякi закономiрностi, пов’язанi зi стiйкiстю особливих
точок.

Основнi результати. 1. Положення рiвноваги системи. Перш
за все визначимо точки рiвноваги системи (2). Зазначимо, що знаходження
всiх 11 особливих точок досить тривiальна задача, що полягає в розв’я-
заннi системи алгебраїчних рiвнянь: 1. (0, 0, 0), 2. (N, 0, 0), 3. (N, a1N, 0), 4.
(N, a1N, a1a2N), 5. (S0, 0, 0), 6. (0, S0, 0), 7. (0, 0, S0), 8.

(
S0+N
a1+2 ,

S0(a1+1)−N
a1+2 , 0

)
,

9.
(
S0+N

2 , 0, S0−N
2

)
, 10.

(
0, S0

a2+2 ,
S0(a2+1)
a2+2

)
, 11.

(
S0+N(a2+2)

a1a2+a1+a2+3 ,
(a1+1)S0+N(a1−1)

a1a2+a1+a2+3 ,
(a1a2+a2+1)S0−N(a1+a2+1)

a1a2+a1+a2+3

)
. Очевидно, що при виконаннi накладених умов

на параметри системи, точки 1-6, 8, 10 завжди знаходяться у додатнiй
областi фазового простору, тодi як точки 7, 9, 11 - лише при певних значе-
ннях параметрiв. Дане твердження важливе у зв’язку з екологiчною суттю
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моделi. Також слiд вiдзначити ще одне спостереження: точки 1-3, 5, 6, 7
є «нащадками» особливих точок двовимiрної моделi гiперциклу Ейгена
[10, 13], утвореними додаванням останньої нульової координати.

Для дослiдження стiйкостi особливих точок використаємо прямий ме-
тод Ляпунова [4, 6]. Згiдно з ним випишемо матрицю Якобi:

I =

 m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

 , (3)

де m11 =
1
S0

(
3x21 + x23 − 2a1x1x2 − a2x2x3 − 2Nx1

)
− 2x1 +Nx22,

m12 =
1
S0

(2x2 − a2x3 − a1x1)x1,
m13 =

1
S0

(2x3 − a2x2)x1,
m21 =

1
S0

(−N + 2x1 − a1x2)x2 + a1x2,
m22 =

1
S0

(
x21 + 3x22 + x23 − 2a1x1x3 − 2a2x2x3 −Nx1

)
+ a1x1 − 2x2,

m23 =
1
S0

(2x3 − a2x2)x2,
m31 =

1
S0

(2x1 − a1x2 −N)x3,
m32 =

1
S0

(2x2 − a1x1 − a2x3)x3 + a2x3,
m33 =

1
S0

(
x21 + x22 + 3x23 − a1x1x2 − 2a2x2x3 −Nx1 − 2x3

)
+ a2x2.

Розглядаючи так званнi точки «нащадки», виникає питання, як даний
статус впливає на знаходження власних значень.

Теорема 1. Два власних значення матрицi Якобi в точках «нащад-
ках» трьохвимiрної системи (2) дорiвнюють власним значенням матри-
цi Якобi у вiдповiдних точках двовимiрної системи.

Доведення. Пiдставивши координату x3 = 0 в матрицю (3), можемо
побачити, що її структура записується через матрицю Якобi двомiрної
системи:  I2

− 1
S0
a2x1x2

− 1
S0
a2x

2
2

0 0 1
S0

(
x21 + x22 − a1x1x2 −Nx1

)
+ a2x2

 ,

де I2 – матриця Якобi двовимiрної системи. Звiдси слiдує, що одне з вла-
сних значень матрицi Якобi системи (2) у точцi «нащадковi» обчислюється
як λ = 1

S0

(
x21 + x22 − a1x1x2 −Nx1

)
+a2x2 , а iншi два дорiвнюють власним

значенням матрицi Якобi двовимiрної системи у вiдповiднiй точцi, що й
потрiбно було довести.

Можна сподiватися, що отриманий результат вдасться узагальнити на
моделi розiмкненого гiперциклу будь-якого порядку, проте дане твердже-
ння потребує подальшого дослiдження та доведення.
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2. Стiйкiсть особливих точок. Для визначення стiйкостi точок пiд-
ставимо їх координати в матрицю Якобi (3) та проаналiзуємо власнi зна-
чення. Для десяти особливих точок дана задача достатньо тривiальна
(особливо, якщо врахувати доведену вище теорему). Так отримаємо, що
точки 1 та 2 – складнi особливi точки, 3 – сiдло з двома нестiйкими
многовидами при S0

N ∈ (0, a1 + 1) та з одним нестiйким многовидом при
S0
N ∈ (a1 + 1,+∞), 6 та 7 – нестiйкi вузли, 9 – сiдло з двома нестiйкими мно-

говидами при

{
S0
N ∈

(
1−a1
1+a1

, 1
)
∪ (1,+∞) ,

a1 ∈ (0, 1) ,
∪
{

S0
N ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) ,
a1 ∈ [1,+∞) ,

та

з одним нестiйким многовидом при

{
S0
N ∈

(
0, 1−a1

1+a1

)
,

a1 ∈ (0, 1) ,
10 – сiдло з дво-

ма нестiйкими многовидами, 5 – стiйкий вузол при S0
N ∈

(
0, 1

a1+1

)
, сiдло

з одним нестiйкими многовидом при S0
N ∈

(
1

a1+1 , 1
)

та нестiйкий вузол

при S0
N ∈ (1,+∞), 8 – сiдло з двома стiйкими многовидами при S0

N ∈(
0, 1

a1+1

)
∪
(

1+a1+a2
1+a2+a1a2

, 1 + a1

)
, стiйкий вузол при S0

N ∈
(

1
a1+1 ,

1+a1+a2
1+a2+a1a2

)
та сiдло з двома нестiйкими многовидами при S0

N ∈ (1 + a1,+∞), 11

– сiдло з двома нестiйкими многовидами при

{
S0
N ∈

(
0, 1−a1

a1+1

)
,

a1 ∈ (0, 1) ,
сi-

дло з одним нестiйким многовидом при

{
S0
N ∈

(
1−a1
a1+1 ,

a1+a2+1
a2+a1a2+1

)
,

a1 ∈ (0, 1) ,
∪{

S0
N ∈

(
0, a1+a2+1

a2+a1a2+1

)
,

a1 ∈ [1,+∞) ,
∪ S0

N ∈ (a1 + a1a2 + 1,+∞) та стiйка особлива то-

чка при S0
N ∈

(
a1+a2+1

a2+a1a2+1 , a1 + a1a2 + 1
)
.

Визначення ж власних значень матрицi Якобi в точцi (N, a1N, a1a2N)
ускладнене тим, що характеристичне рiвняння є кубiчним:

λ3 + S0(1+a1+a1a2)−N
S0

Nλ2 + S0(1+a2+a1a2)−N(1+a1+a2)
S0

N2a1λ+

+S0−N(1+a1+a1a2)
S0

N3a21a2 = 0.
(4)

Оскiльки для визначення стiйкостi точки необхiдно знати лише знак вла-
сних значень матрицi Якобi у нiй, то оцiнимо його за допомогою метода Де-
карта [2]. Згiдно з останнiм розглянемо знакозмiнну коефiцiєнтiв рiвняння
(4). Результати поданi у таблицi 1, де плюсом позначено промiжок, на яко-
му коефiцiєнт додатнiй, а мiнусом – на якому вiд’ємний. Проаналiзувавши
її, можна зробити висновок: на промiжках параметрiв 1-3 характеристичне
рiвняння (4) має один додатний та два вiд’ємних коренi, а на промiжку 4
– три вiд’ємних, що у свою чергу означає, що точка (N, a1N, a1a2N) не-
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Табл. 1: Знакозмiнна коефiцiєнтiв характеристичного рiвняння
№ Промiжки знакосталостi Коефiцiєнти характеристич. рiвняння

S0
N ∈ 1 N(S0(1+a1+a1a2)−N)

S0

1
(
0, 1

1+a1+a1a2

)
+ -

2
(

1
1+a1+a1a2

, 1+a1+a2
1+a2+a1a2

)
+ +

3
(

1+a1+a2
1+a2+a1a2

, 1 + a1 + a1a2

)
+ +

4 (1 + a1 + a1a2,+∞) + +
№ Коефiцiєнти характеристич. рiвняння Кiлькiсть

N2a1(S0(1+a2+a1a2)−N(1+a1+a2))
S0

N3a21a2(S0−N(1+a1+a1a2))
S0

знакозмiн
1 - - 1
2 - - 1
3 + - 1
4 + + 0

стiйка з двома стiйкими многовидами при S0
N ∈ (0, 1 + a1 + a1a2) та стiйка

при S0
N ∈ (1 + a1 + a1a2,+∞).

2. Аналiз. З дослiдження стiйкостi особливих точок можна помiти-
ти залежнiсть мiж характером координат особливих точок та стiйкiстю
останнiх.

Теорема 2. Якщо справа вiд нульової координати особливої точки
моделi розiмкненого гiперциклу Ейгена iснує ненульова координата, то
така точка нестiйка при будь-яких додатних значеннях параметрiв.

На даний момент не вдалося довести теорему для n-вимiрної моделi.
Покажемо її справедливiсть для чотирьохвимiрної системи. Очевидно, що
умовi теореми задовольняють точки

1. (0, S0, 0, 0),
2. (0, 0, S0, 0),
3. (0, 0, 0, S0),
4.
(
0, S0

a2+2 ,
S0(a2+1)
a2+2 , 0

)
,

5.
(
0, S0

2 , 0,
S0
2

)
,

6.
(
0, 0, S0

a3+2 ,
S0(a3+1)
a3+2

)
,

7.
(
S0+N(a3+2)

a3+3 , 0, S0−N
a3+3 ,

S0(a3+1)−N(a3+1)
a3+3

)
,

8.
(
0, S0

a2+a3+a2a3+3 ,
S0(a2+1)

a2+a3+a2a3+3 ,
S0(1+a3+a2a3)
a2+a3+a2a3+3

)
,

9.
(
S0+N

2 , 0, 0, S0−N
2

)
,

10.
(
S0+N

2 , 0, S0−N
2 , 0

)
,

5



11.
(
2N+S0
a1+3 ,

S0(a1+1)−N(1−a1)
a1+3 , 0, S0−N(a1+1)

a1+3

)
.

Розглядаючи матрицю Якобi в точках 1-3 легко показати, що принайм-
нi одне з власних значень дорiвнює S0 та N + S0; в точцi 4 – S0+N(a2+2)

a2+1 ; в
точцi 5 – N + S0

2 ; в точцi 6 – N + S0
a3+2 та S0

a3+2 ; в точцi 8 – S0
a2+a3+a2a3+3 +N .

Таким чином можемо говорити, що розглянутi точки нестiйкi при будь-
яких додатних значеннях параметрiв.

Дослiдимо точку 7. Власнi значення матрицi Якобi в нiй наступнi:
λ1 =

S0(a1+1)+N(2a1+a1a3−1)
a3+3 ,

λ2 =
S0−N
a3+3 ,

λ3 =
−S2

0−NS0(a3+1)+N2(a3+2)
S0(a3+3) ,

λ4 =
N(1+a3)−S0(1+a3)

a3+3 .

З аналiзу власних значень λ2 та λ4 видно, що при будь-яких додатних
значеннях параметрiв вони не можуть одночасно бути вiд’ємними. Таким
чином, дана точка — нестiйка.

Випишемо характеристичне рiвняння матрицi Якобi у точцi 11:(
λ− (a1a2−a2−a1−1)N+(a1a2+a2+1)S0

a1+3

)(
λ+ (a1+1)N−S0

a1+3

)
×

×
(
λ2 + (S0+2N)((a1+1)S0+(a1−1)N)(S0−(a1+1)N)

S0(a1+3)2
λ+ (S0+N)((a1+2)S0−2N)

S0(a1+3)

)
= 0.

Проаналiзувавши дане рiвняння, можемо визначити умову стiйкостi за-
значеної точки: 

S0
N ∈

(
0, 1+a1+a2−a1a2

1+a2+a1a2

)
,

S0
N ∈ (0, 1 + a1) ,
S0
N ∈ (a1 + 1,+∞) .

Таким чином, точка, що розглядається, також нестiйка.
Легко показати, що серед власних значень матрицi Якобi точок 9 та

10 є наступнi: S0−N
2 та N2−S2

0
2S0

. З аналiзу останнiх, можемо говорити, що
точки, якi розглядаються, нестiйкi при будь-яких значеннях параметрiв.
Таким чином, з вище розглянутого, можемо стверджувати, що теорема 2
вiрна для чотирьохвимiрної моделi.

Висновки. В роботi визначено стiйкiсть особливих точок трьохви-
мiрної моделi розiмкненого гiперциклу Ейгена. З отриманих результатiв
видно певну залежнiсть стiйкостi особливих точок вiд їх координат. Пока-
зано можливiсть знаходження частини власних значень матрицi Якобi в
деяких особливих точках трьохвимiрної моделi як власнi значення матрицi
Якобi у вiдповiдних точках двовимiрної моделi.

Показано на прикладi чотирьохвимiрної системи вiрнiсть твердження:
якщо справа вiд нульової координати особливої точки iснує ненульова ко-
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ордината, то така точка нестiйка при будь-яких додатних значеннях пара-
метрiв. Iснує необхiднiсть доведення даного твердження для багатомiрної
моделi розiмкненого гiперцикла Ейгена.
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