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Статья представляет собой обзор научных работ в области контактного
взаимодействия упругих тел с начальными (остаточными) напряжениями,
частично представленный в [1–8]. Исследования выполнены в рамках лине-
аризованной теории упругости [9–12] для сжимаемых и несжимаемых тел
при произвольной структуре упругого потенциала в случае теории больших
(конечных) начальных деформаций и различных вариантов теории малых
начальных деформаций, а также с использованием конкретной формы упру-
гого потенциала.

Введение. Исследование вопросов контактного взаимодей-
ствия твердых тел представляется весьма актуальной проблемой в
связи с тем, что одним из наиболее распространенных на практике
способов передачи внешних усилий является контактное взаимодей-
ствие.

В настоящее время по проблемам, относящимся к контактным
задачам для упругих, вязкоупругих и пластических тел, в рамках
классических постановок получены результаты исследований, охва-
тывающие широкий круг вопросов. Подробный обзор исследований
в области контактных задач дан в обзорных статьях Н.А. Кильчевс-
кого и Э.Н. Костюка [13], В. Л. Рвачева [14], Г. Я. Попова и Н.А. Рос-
товцева [15], Б. Л. Абрамяна [16], а также приведен в коллективной
монографии под редакцией Л.А. Галина «Развитие теории контакт-
ных задач в СССР» [17]. Лев Александрович Галин является одним
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из создателей важного направления математической теории упру-
гости — теории контактных задач. Им исследовано большое число
плоских и пространственных контактных задач теории упругости.
Оригинальные, весьма экономичные методы позволили ему полу-
чить точное решение ряда двумерных задач для полуплоскости (в
том числе, с учетом анизотропии и сил инерции). Стараясь прибли-
зить постановку задач к реальным условиям контактного взаимодей-
ствия тел, Лев Александрович создал новое направление в теории
смешанных задач — контактные задачи при учете поверхностной
микроструктуры и изнашиваемости взаимодействующих тел плос-
кости [18].

Одним из важных факторов при контактном взаимодействии яв-
ляется учет начальных (остаточных) напряжений [8–11]. Несмотря
на существенное достижение в развитии контактных задач, вопрос
учета начальных напряжений при контактном взаимодействии остал-
ся почти полностью неразработанным до последнего времени. Как
известно, практически во всех элементах конструкции присутству-
ют начальные напряжения, которые могут быть вызваны, например,
технологическими операциями, проводимыми при изготовлении ма-
териалов или сборкой конструкции. В случае композиционных ма-
териалов начальные напряжения, как правило, соответствуют напря-
жениям вдоль армирующих элементов. В земной коре они образуют-
ся за счет действия гравитационных сил и технических процессов.
Их необходимо учитывать при решении задач о деформации грунтов
(особенно мерзлых). Кроме этого, в упругопластических телах так-
же могут присутствовать внутренние остаточные напряжения после
снятия нагрузок.

Учет начальных напряжений при расчете ответственных элемен-
тов конструкций, машин и сооружений позволит при их создании
более эффективно учесть прочностные ресурсы материалов путем
правильной оценки запасов прочности и существенно снизить их ма-
териалоемкость, сохраняя нужные фундаментальные характеристики
в целом [1–4].



190 ГУЗЬ О. М., БАБИЧ С. Ю., РУДНИЦКИЙ В. Б.

К настоящему времени в исследованиях контактных задач в те-
лах с начальными напряжениями сложились два подхода. Первый из
них связан с исследованиями для тел с конкретной формой упругого
потенциала. По-видимому, первой работой в этом направлении яви-
лась работа [19], в которой рассматривается смешанная задача для
несжимаемого упругого тела с начальными напряжениями с потен-
циалом Трелоара (тело неогуковского типа).

Второй подход, который развивался параллельно с первым, как
уже упоминалось, связан с исследованиями по контактным зада-
чам для упругих тел с начальными напряжениями при произвольной
структуре упругого потенциала [20,21]. Первыми в этом направлении
являются работы [9, 10].

I. Жесткие штампы

§1. Контактные задачи для тел с начальными напряжениями с
конкретной формой упругого потенциала

Одной их первых в этом направлении явилась работа [22], в
которой исследована контактная задача для упругой полуплоскости
(без учета сил трения) из несжимаемого материала Муни, подверг-
нутого равномерному одномерному растяжению вдоль границы по-
луплоскости. С учетом решения задачи о действии нормальной со-
средоточенной силы на границу предварительно напряженной по-
луплоскости получено интегральное уравнение контактной задачи.
Показано, что ядро интегрального уравнения для контактной зада-
чи в случае предварительно напряженной полуплоскости отличается
от ядра соответствующей классической контактной задачи множи-
телем, зависящим от коэффициента предварительного растяжения.
Установлено, что распределение контактного давления под плоским
штампом совпадает с классическим. Для прямолинейного наклонно-
го штампа закон распределения контактного давления отличается от
классического.

Пространственная контактная задача для полупространства с
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начальными напряжениями также для несжимаемого материала (тело
неогуковского типа) рассмотрена в [23]. В случае штампа эллипти-
ческой формы в плане на основании численных расчетов дан анализ
влияния начальных напряжений на распределение контактного дав-
ления. Аналогичная контактная задача для полупространства с на-
чальными напряжениями несколько ранее опубликована в [24]. Ма-
териал полупространства также считался несжимаемым.

Дальнейшее развитие теории контактных задач для тел с на-
чальными напряжениями для упругих потенциалов конкретной фор-
мы получены в работах В.М.Александрова, Н. Х.Арутюняна и
их учеников: С. Р. Бруднова, И. В. Воротынцевой, В. С. Порошина,
Б. И. Сметанина, Л. Н.Филипповой [25–45]. В работе [25] исследова-
ны плоские контактные задачи для полупространства и слоя конеч-
ной глубины, предварительно напряженных действием сил тяжести и
однородными усилиями на бесконечности. Предполагается, что ма-
териал, указанных деформируемых тел несжимаем, а силы трения
в области контакта между штампом и границей тела отсутствует.
Изучены критические значения начальных напряжений. В частно-
сти, выявлены случаи потери эллиптичности линеаризованной си-
стемы уравнений (внутренняя потеря среды), а также обнаружены
явления поверхностной потери устойчивости среды. Для потенци-
ала Муни обнаружены значения начальных напряжений, когда по-
лупространство (слой) начинает работать, как основание Винклера.
В работе [31] изучена задача о взаимодействии гладкого жесткого
штампа с упругой полуплоскостью из несжимаемого материала при
учете начальных напряжений, создаваемых собственным весом по-
луплоскости (так называемая «тяжелая полуплоскость»). В [26, 27]
для конкретных форм упругого потенциала в случае несжимаемого
материала, предварительно напряженного действием сил тяжести и
однородными усилиями на бесконечности, решены две задачи: кон-
тактная задача для полосы с начальными напряжениями и задача о
вертикальной трещине конечной длины, выходящей на границу по-
луплоскости. Работы [30,43,44] посвящены контактным задачам для
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физически нелинейного упругого слоя с начальными напряжения-
ми (взаимно однозначная связь между деформациями и напряжени-
ями имеет нелинейный характер). В первой работе рассматривается
несжимаемая упругая среда. В результате относительно неизвестно-
го контактного давления получено интегральное уравнение, которое
отличается от интегрального уравнения контактной задачи для ли-
нейно-упругого слоя только видом некоторой функции и значением
контактной жесткости. В качестве примера рассмотрен плоский эл-
липтический в плане штамп. В частности, установлено, что с увели-
чением начальных напряжений при постоянном внедрении штампа
вдавливающая сила уменьшается. В последней работе исследуется
контактная задача для слоя, предварительно напряженного равномер-
но распределенными на бесконечности усилиями, неодинаковыми
вдоль двух взаимно перпендикулярных осей и параллельными гра-
ням слоя. В первом приближении показана полная аналогия контакт-
ной задачи для предварительно напряженного физически нелиней-
ного упругого полупространства и задачи о вдавливании штампа в
геометрически нелинейное упругое полупространство с начальными
напряжениями. Установлено, что в случае неплоского эллиптическо-
го в плане штампа увеличение начальных напряжений вдоль одной
из осей приводит к «вытягиванию» эллиптической области контакта
в том же направлении. При этом, чем меньше эксцентриситет эллип-
са (области контакта), тем больше проявляется указанный эффект.

В работах [28, 37, 38] рассмотрены плоские и осесимметричные
контактные задачи для физически нелинейного (геометрически ли-
нейного) и геометрически нелинейного (материал с потенциалом гео-
метрического типа) слоя и пространства, предварительно напряжен-
ных однородными равномерно распределенными по толщине уси-
лиями. С помощью интегрального преобразования Фурье в случае
плоских задач и интегрального преобразования Ханкеля в случае
осесимметричных задач рассматриваемые задачи сведены к реше-
нию интегральных уравнений первого рода с нерегулярными ядрами.
С использованием асимптотических методов «больших и малых λ»
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построены решения интегральных уравнений указанных задач, что
позволило исследовать влияние начальных напряжений и нелиней-
ных свойств среды на поведение механических характеристик рас-
смотренных задач. В частности, установлено что:

а) начальные напряжения не изменяют порядка особенности поля
напряжений в углах штампа, но влияют на величину напряже-
ний и деформаций как непосредственно под штампом, так и во
всей нелинейно-упругой области;

б) величина вдавливающей силы при заданной осадке и контакт-
ных напряжений существенно зависит от условий преднапряже-
ния.

В этих же работах получены условия нарушения внутренней
устойчивости среды, что тождественно нарушению эллиптичности
линеаризированной системы уравнений, в зависимости от началь-
ных напряжений. Для некоторых частных случаев нелинейно-упру-
гих сред построены области допустимых значений начальных на-
пряжений. Найдены критические значения начальных напряжений,
при которых происходит потеря поверхностной деформируемости и
устойчивости среды.

Осесимметричной задаче о вдавливании жесткого штампа в
предварительно напряженное упругопластичное несжимаемое полу-
пространство посвящена работа [29].

В работе [45] рассматривается контактная задача о внедрении
симметрично расположенных круговых штампов в торцы кругово-
го цилиндра, изготовленного из нелинейно-упругого изотропного
несжимаемого материала при наличии в цилиндре однородного поля
начальных напряжений. Предполагается, что трение между штампа-
ми и упругим телом отсутствует, а боковая поверхность цилиндра
свободна от касательных напряжений и нормальных перемещений.
Указанная контактная задача приведена к парному ряду — уравне-
нию, решение которого сводится к бесконечной системе линейных
алгебраических уравнений с сингулярной матрицей. Числовые при-
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емы рассмотрены для распространенных моделей резиноподобных
материалов (потенциалы Муни и Бартенева–Хазановича). В резуль-
тате вычислены контактные напряжения и жесткость цилиндра в за-
висимости от начальных напряжений (боковое сжатие или растяже-
ние), а также геометрических параметров цилиндра. В частности для
материала Муни показано, что жесткость системы штамп-цилиндр с
увеличением растяжения (сжатия) убывает до некоторого минималь-
ного значения, а затем возрастает; для материала Бартенева–Хаза-
новича с увеличением указанного коэффициента жесткость системы
монотонно убывает. Отмечается, что для рассматриваемых материа-
лов при стремлении радиуса цилиндра к радиусу штампа жесткость
неограниченно возрастает.

Необходимо отметить, что исследование по контактным задачам
с начальными напряжениями в случае конкретных форм упругого
потенциала развиваются параллельно и за рубежом. Кроме двух упо-
мянутых выше работ [19,24] следует отметить работы [46,47], а так-
же [48,49]. Одна из них [48] посвящена задаче Буссинеска для пред-
варительно напряженного несжимаемого упругого полупространства
с потенциалом Трелоара (тело неогуковской силы) в случае штам-
па произвольной формы. В [49] рассмотрена осесимметричная кон-
тактная задача для слоя с начальными напряжениями. Материал слоя
также несжимаем, а упругий потенциал соответствует неогуковскому
телу.

К названному выше направлению по контактным задачам для
тел с начальными напряжениями применительно к упругим потен-
циалам конкретной формы примыкают исследования вибраций жест-
ких штампов на поверхности предварительно напряженных тел. Им
посвящены работы [32, 34, 51, 52]. В других работах [50, 51] с тех
же позиций исследуются задачи о вибрации жесткого штампа на по-
верхности цилиндра и полупространства с начальными напряжени-
ями. Среда предполагается сжимаемой и рассматриваются гармони-
ческие колебания штампа. Работы [32–34] посвящены задаче о коле-
бании жесткого штампа на поверхности предварительно напряжен-
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ного слоя и задаче о вибрации жесткого бандажа на поверхности
предварительно напряженного кругового цилиндра. Предполагается
неоднородность среды с неоднородными начальными напряжения-
ми (упругие параметры среды и начальные напряжения — некоторые
произвольные гладкие функции одной из координат: глубины слоя,
радиуса цилиндра). И, наконец, в работах [35, 36] изучены волновые
поля в слое с начальными напряжениями из несжимаемого материа-
ла, вызванные вибрирующим на его поверхности жестким штампом.
Во всех перечисленных работах на основании численных расчетов
выявлено влияние интенсивности начальной деформации и выбора
формы упругого потенциала на основные характеристики волнового
процесса.

§ 2. Контактные задачи кручения для упругих тел с
начальными напряжениями

Как уже отмечалось, первыми в этом направлении являются ра-
боты [9,10]. Они относятся к постановке контактных задач в рамках
линеаризированной теории упругости соответственно для сжимае-
мых и несжимаемых тел с начальными напряжениями при произ-
вольной форме упругого потенциала. Рассмотрены методы решения
отдельных классов задач. В частности, приведены примеры реше-
ния статической контактной задачи кручения для полупространства
с начальными напряжениями. Получены простые формулы для опре-
деления момента, приложенного к штампу через угол поворота ε.
Числовой пример рассмотрен для сжимаемого тела с потенциалом
гармонического типа. В работе [53] рассмотрены контактные зада-
чи для упругого слоя с начальными напряжениями. С использовани-
ем интегрального преобразования Ханкеля данные задачи сводятся
к парным интегральным уравнениям, которые, в свою очередь, сво-
дятся к интегральному уравнению Фредгольма II рода. Для решения
последнего уравнения используются численные методы. В качестве
примера рассмотрим слой из сжимаемого материала, свойства ко-
торого описываются упругим потенциалом гармонического типа и
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несжимаемого материала с упругим потенциалом типа Бартенева–
Хазановича. Анализ представленных данных показывает, что при
сжатии материала слоя влияние начальных (остаточных) напряже-
ний более существенно, чем при растяжении. Выполнен предельный
переход полупространства с начальными напряжениями и получено
выражение для определения момента, совпадающее с результатами
работ [9, 10].

§ 3. Плоские контактные задачи для упругих тел с начальными
напряжениями

1. Статические задачи. Рассмотренные ниже контактные за-
дачи решаются на основании комплексных потенциалов, введенных
одним из авторов настоящей статьи в [58–60] в случае плоской ста-
тической линеаризированной задачи теории упругости для тел с на-
чальными напряжениями с использованием аппарата теории функ-
ции комплексной переменной, методов задачи Римана–Гильберта и
интегральных преобразований Фурье.

Общая постановка контактных задач для полуплоскости с на-
чальными напряжениями без учета сил трения применительно к од-
ному штампу в рамках второго подхода выполнена в [11]. Показа-
но, что при действии без трения штампа с плоским основанием на
упругую полуплоскость с начальными напряжениями давление под
штампом не зависит от начальных напряжений, если корни опреде-
ляющего уравнения чисто мнимые и различные.

В работе [60] вышеизложенное утверждение получено в общем
случае без дополнительных условий, касающихся мнимости корней
определяющего уравнения, для равных корней.

В работах [11,60] отмечено, что задача Римана–Гильберта, к ко-
торый приводится контактная задача для полуплоскости с начальны-
ми напряжениями, по структуре совпадает с задачей Римана–Гиль-
берта, к которой приводится контактная задача для полуплоскости
без начальных напряжений, но с учетом сил трения. Распределение
напряженно-деформированного состояние полуплоскости для этих



КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ УПРУГИХ ТЕЛ 197

задач будет различно, так как различны в общем случае комплекс-
ные потенциалы. Кроме этого, для штампа, имеющего закругленное
основание, показано, что влияние начальных напряжений в рассмат-
риваемых классах задач весьма существенно при больших началь-
ных деформациях.

В работах [11,60] и [54–56,61,62] рассмотрены и получены точ-
ные решения контактной задачи для полуплоскости с начальными
напряжениями с учетом сил трения в случае одного штампа и при
давлении системы абсолютно жестких штампов с трением и без тре-
ния. В последнем случае решение контактной задачи приводится в
общей форме для связанных и несвязанных штампов с использовани-
ем формулы Келдыша–Седова. Для конкретных упругих потенциа-
лов приведены графики зависимости основных параметров контакт-
ного взаимодействия от частного значения начальных напряжений.
Наиболее характерные графики распределения контактного давления
в зависимости от численных значений начальных напряжений при-
менительно к одному штампу с учетом трения приведены на рис. 1,
2, причем рисунок 1 соответствует сжимаемому телу с потенциалом
гармонического типа, а рисунок 2 потенциалу Бартенева–Хазанови-
ча для несжимаемого тела [56]. В указанных работах установлено,
что распределение давления под штампами (для одного, двух штам-
пов с прямолинейными основаниями) без учета сил трения не за-
висит от начальных напряжений, однако распределение напряжений
и перемещений в полуплоскости зависит от начальных напряжений.
Давление под штампами с прямолинейными основаниями с учетом
сил трения зависит от начальных напряжений, причем, эта зависи-
мость существенная для несжимаемых тел при больших начальных
деформациях. Давление под штампами с закругленными основания-
ми даже в случае отсутствия трения также существенно зависит от
начальных напряжений.

Общими выводами инженерного характера для всех указанных
в данном параграфе работ являются:

1) С увеличением коэффициента трения контактирующих поверх-
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Рис. 1. Контактное давление, зависящее от величины начальных напряже-
ний под штампом, с учетом трения для гармонического потенциала, где β
— контактное давление, λ1 — удлинение, определяющее начальное напря-
жение

ностей происходит существенное увеличение влияния началь-
ных напряжений на распределение контактного давления, при
этом в случае отсутствия трения (для плоского штампа) началь-
ные напряжения не оказывают влияния. Таким образом, если с
точки зрения инженерной практики необходимо уменьшить вли-
яние начальных напряжений, то следует уменьшить коэффици-
ент трения между контактирующими поверхностями.

2) При достижении начальным состоянием значений, соответству-
ющих поверхностной неустойчивости полуплоскости, давление
под штампом оказывается равным нулю, а перемещение суще-
ственно увеличивается, то есть для малых смещений штампа
(в рамках линеаризованной теории) почти не нужно прилагать
усилий. Поэтому с инженерной точки зрения является весьма
нежелательным возникновение начальных напряжений, по ве-
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Рис. 2. Контактное давление, зависящее от величины начальных напряже-
ний под штампом, с учетом трения для потенциала Бартенева –Хазановича,
где β — контактное давление, λ1 — удлинение, определяющее начальное
напряжение

личине близких к тем, при которых имеет место поверхностная
неустойчивость.

В работах [63,64] на основании общих решений плоских стати-
ческих линеаризованных задач теории упругости для тел с началь-
ными напряжениями [8] рассматривается контактная задача для по-
лосы с начальными напряжениями, лежащей на жестком основании
и на упругой полуплоскости с начальными напряжениями. В первом
случае [63] исследуется действие жесткого штампа без трения на
упругую предварительно напряженную полосу, лежащую на жест-
ком основании. Во втором случае [64] предполагается, что полоса
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с начальными напряжениями и полуплоскость находятся в условиях
скользящего контакта. Указанные контактные задачи с использова-
нием интегрального преобразования Фурье сведены к парным инте-
гральным уравнениям. В последней работе также рассмотрим пре-
дельный случай, соответствующий двум полуплоскостям с началь-
ными напряжениями для сколь угодно толстой полосы.

2. Динамические задачи. В работах [65–68] рассмотрены
плоские динамические задачи для упругих сжимаемых и несжимае-
мых тел с начальными напряжениями, когда исходные динамические
задачи допускают преобразование к стационарным задачам в по-
движной системе координат, движущейся прямолинейно с постоян-
ной скоростью. В результате, для напряжений и перемещений выве-
дены формулы через комплексные потенциалы. Отметим, что пред-
ставления напряжений и перемещений через комплексные потенци-
алы выражаются формулами одинаковой структуры как для статиче-
ских, так и для динамических задач.

Введенные соотношения через комплексные потенциалы со-
держат следующие предельные случаи. При отсутствии начальных
напряжений комплексные потенциалы переходят в известные ком-
плексные представления динамических задач линейной упругости в
форме Л. А. Галина. При скорости движения нагрузок и штампов,
равной нулю, также без начальных напряжений комплексные потен-
циалы в случае равных корней определяющего уравнения перехо-
дят в комплексные потенциалы Колосова–Мусхелишвили для изо-
тропного тела и в случае неравных корней — в комплексные по-
тенциалы С. Г. Лехницкого для ортотропного тела. И, наконец, при
скорости движения, равной нулю, с учетом начальных напряжений
комплексные потенциалы переходят в комплексные потенциалы ста-
тических линеаризованных плоских задач в форме, предложенной
в работах [12, 58–60]. В качестве одного из примеров применения
вышеизложенного аппарата (комплексных потенциалов) в [68] рас-
смотрена задача о распространении поверхностных волн Релея в по-
луплоскости с начальными напряжениями.
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Рис. 3. Влияние начальных напряжений на распределение контактного дав-
ления под плоским штампом, где γ — контактное давление

Рис. 4. Влияние начальных напряжений на распределение контактного дав-
ления под штампом с закругленным основанием, где γ — контактное давле-
ние

С использованием введенных комплексных потенциалов [57,69,
70] исследована плоская задача о штампе, движущемся вдоль грани-
цы упругой полуплоскости с начальными напряжениями при нали-
чии трения между штампом и полуплоскостью. Указанная контакт-
ная задача сведена к задаче Римана–Гильберта, допускающей точное
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решение. На основании численных расчетов в [57] исследовано вли-
яние начальных напряжений на распределение контактного давления
для плоского штампа и штампа с закругленным основанием (рис. 3,
4 [57]). Также установлено, что при приближении скорости движе-
ния штампов к скоростям поверхностных волн Релея вдоль плоской
границы в телах с начальными напряжениями возникают своеобраз-
ные явления «резонансного характера», связанные с безграничным
возрастанием напряжений в упругом теле. Аналогичные явления воз-
никают и в классической механике для тел без начальных напряже-
ний, когда скорость движения приближается к скорости волн Релея
в материале без начальных напряжений, однако в этом случае ско-
рость волн Релея — величина постоянная для данного материала,
и, следовательно, имеет одно критическое значение скорости дви-
жения. В линеаризованной теории упругости для тел с начальными
напряжениями получаем критическое значение скорости движения,
равное скорости волн Релея в материале с начальными напряжени-
ями. Так как скорость поверхностных волн непрерывно зависит от
начальных напряжений [21, 70], получаем непрерывный спектр кри-
тических скоростей движений. В связи с этим за счет начальных на-
пряжений можно управлять критической скоростью движения штам-
пов. К перечисленным выше работам примыкают работы [71–75], в
которых рассматривается плоская задача о взаимодействии подвиж-
ной нагрузки на границу сжимаемого слоистого полупространства
с начальными напряжениями, состоящего из слоя и подстилающе-
го его полупространства. Предполагается, что динамическое поведе-
ние слоя может быть описано с помощью теории пластин, в которой
учитывается сдвиг и инерция вращения. Материал полупространства
подвергнут статической деформации и является изотропным в есте-
ственном состоянии. Рассмотрены два случая контакта — жесткий
и нежесткий — между пластиной и полупространством. Указанные
задачи решаются на основании соотношений линеаризованной тео-
рии упругости для тел с начальными напряжениями с использова-
нием интегральных преобразований Фурье. Наиболее характерные
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зависимости влияния начальных напряжений, следуя [71, 76], при-
ведены на рис. 5–8. Из анализа полученных численных результатов
следует, что количество критических скоростей движения нагрузки
существенно зависит от начальных напряжений в полупространстве,
механических характеристик пластины, полупространства и условий
их сопряжения. Влияние начальных напряжений на значения крити-
ческих скоростей более существенно для сравнительно мягких пла-
стин и для нежесткого контакта. Эта же задача для случая неравных
корней определяющего уравнения рассмотрена в [76] методом ком-
плексных потенциалов, введенных в работах [65, 66]. Показано сов-
падение результатов, полученных методом интегральных преобразо-
ваний Фурье и методом комплексных потенциалов. Для конкретных
упругих потенциалов исследовано влияние при различных началь-
ных напряжениях, скоростях движения нагрузки и условиях контакта
на значение основных характеристик напряженно-деформированно-
го состояния двухслойного полупространства.

§ 4. Пространственные контактные задачи в телах с
начальными напряжениями

В работах [77–81] рассмотрены контактные задачи для упру-
гого полупространства с начальными напряжениями без учета сил
трения. Первая работа посвящена исследованию влияния предвари-
тельной однородной деформации упругого полупространства на на-
пряженно-деформированное состояние, вызванное действием штам-
пов на границу полупространства. Для произвольной области кон-
такта, согласно [12], задачи сведены к смешанной задаче для гармо-
нического потенциала, совпадающей при указанной замене постоян-
ных с соответствующей задачей, к которой приводятся контактные
задачи классической линейной теории упругости. Указанная анало-
гия позволила обосновать и для рассматриваемого в данной работе
класса контактных задач ранее высказанные (применительно к плос-
ким задачам) утверждения о пропорциональности контактных дав-
лений, рассчитанных с учетом и без учета начальных напряжений, и



204 ГУЗЬ О. М., БАБИЧ С. Ю., РУДНИЦКИЙ В. Б.

Рис. 5. Влияние учета инерции вращения на значение составляющей на-
пряжения Q̃22 при нежестком контакте для сжимаемого материала с гар-
моническим потенциалом. (Кривые 1, 2, 3 и 4 соответствуют значениям
скорости v2 = 0,1c2s, v2 = 0,2c2s, v2 = 0,3c2s и v2 = 0,4c2s, где cs — скорость
сдвиговых волн в слое. Напряжение определяется в точке y1 = −λ1h; y2 =
= −2h/λ2. λi — начальные удлинения, h — толщина слоя.)

утверждение о существовании критического коэффициента предва-
рительного нагружения, отвечающего наступлению поверхностной
неустойчивости.

В [80], наряду с вопросами, рассмотренными также в [77, 78],
исследуется контактная задача для полупространства с начальны-
ми напряжениями в случае плоского и неплоского эллиптического
штампа. В последнем случае линия действия прижимающей штамп
силы совпадает с его осью.

В качестве примера сведения смешанной задачи с начальными
напряжениями к классической смешанной задаче теории потенциала
в [77, 81] рассмотрена осесимметричная контактная задача для по-
лупространства с начальными напряжениями. Отмечается, что хотя
смешанная задача для потенциала, к которой приводится контактная
задача в случае упругого полупространства с начальными напряже-
ниями, совпадает с соответствующей смешанной задачей для полу-
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Рис. 6. Влияние учета инерции вращения на значение составляющей на-
пряжения Q̃22 при жестком контакте для сжимаемого материала с гармони-
ческим потенциалом. (Кривые 1, 2, 3 и 4 соответствуют значениям скорости
v2 = 0,1c2s, v

2 = 0,2c2s, v
2 = 0,3c2s и v

2 = 0,4c2s, где cs — скорость сдвиговых
волн в слое. Напряжение определяется в точке y1 = −λ1h; y2 = −2h/λ2.
λi — начальные удлинения, h — толщина слоя.)

пространства без начальных напряжений, однако напряженно-дефор-
мированные состояния в полупространстве для указанных задач бу-
дут различными. Последнее связано с тем, что для данных задач раз-
личным образом представляются перемещения и напряжения через
гармонические функции своих аргументов. На рис. 9 и 10 (кривая
1; ν = 0,1) для сжимаемого полупространства в случае гармони-
ческого потенциала согласно [81] приведены кривые распределения
контактного давления в зависимости от коэффициента удлинения λ1.
Q̃33, Q

0
33 — это, соответственно, напряжения с учетом и без учета

начальных напряжений. При этом кривые 1–4 построены соответ-
ственно для коэффициента Пуассона ν = 0,2; 0,3; 0,4; 0,5 и λкр1 =
= (1 + ν)(2 + ν)−1. На рис. 10 эта же зависимость построена для
несжимаемого полупространства в случае потенциалов Бартенева–
Хазановича (кривая 2) и Трелоара (кривая 3). По этим графикам мож-
но заключить, что влияние начальных напряжений на распределение
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Рис. 7. Влияние учета инерции вращения на значение составляющей на-
пряжения Q̃22 при нежестком контакте для несжимаемого материала с по-
тенциалом Бартенева –Хазановича. (Кривые 1, 2, 3 и 4 соответствуют зна-
чениям скорости v2 = 0,1c2s, v2 = 0,2c2s, v2 = 0,3c2s и v2 = 0,4c2s, где
cs — скорость сдвиговых волн в слое. Напряжение определяется в точке
y1 = −λ1h; y2 = −2λ1h. λi — начальные удлинения, h – толщина слоя.)

контактного давления в случае несжимаемых (высокоэластических)
тел довольно существенное.

Вопросам вдавливания без трения жесткого кругового штампа
в слой с начальными напряжениями посвящены работы [82–87]. Ис-
пользуются общие решения пространственных статических линеари-
зованных задач (осесимметричный случай). В [82, 85] рассматрива-
ется слой, находящийся на жестком основании. В [83] исследуется
контактная задача для кругового штампа, действующего на упругий
слой с начальными напряжениями, лежащий на упругом полупро-
странстве с начальными напряжениями. В последнем случае предпо-
лагается, что слой и полупространство в естественном, без началь-
ных напряжений, состоянии не соединены между собой и, таким об-
разом, в них могут возникать различные напряженно-деформирован-
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Рис. 8. Влияние учета инерции вращения на значение составляющей на-
пряжения Q̃22 при жестком контакте для несжимаемого материала с потен-
циалом Бартенева –Хазановича. (Кривые 1, 2, 3 и 4 соответствуют значе-
ниям скорости v2 = 0,1c2s, v2 = 0,2c2s, v2 = 0,3c2s и v2 = 0,4c2s, где cs —
скорость сдвиговых волн в слое. Напряжение определяется в точке y1 =
= −λ1h; y2 = −2λ1h. λi — начальные удлинения, h – толщина слоя.)

Рис. 9. Распределение контактного давления под штампом в зависимо-
сти от коэффициента удлинения в случае гармонического потенциала, где
Q̃33/Q

0
33 — отношение напряжений с учетом и без начальных напряжений.

Здесь и далее λ1 — удлинение, определяющее начальное напряжение
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Рис. 10. Распределение контактного давления под штампом в зависимости
от коэффициента удлинения в случае потенциала Бартенева –Хазановича
(кривая 2) и Трелоара (кривая 3), где Q̃33/Q

0
33 — отношение напряжений с

учетом и без начальных напряжений. Здесь и далее λ1 — удлинение, опре-
деляющее начальное напряжение

ные состояния. После начального деформирования слой и полупро-
странство соединяются между собой, и к указанной связанной систе-
ме прикладывается жесткий штамп. В [84] на основании численного
решения интегрального уравнения Фредгольма получены результа-
ты, характеризующие влияние начальных напряжений на основные
характеристики контактного взаимодействия. В частности, установ-
лено, что при значениях начальных напряжений, близких к крити-
ческим, напряжения под штампом незначительны, однако перемеще-
ния существенно увеличиваются. С увеличением сжимающих напря-
жений компоненты напряженно-деформированного состояния значи-
тельнее возрастают, чем при увеличении растягивающих начальных
напряжений. Таким образом, при контактном взаимодействии (в рас-
смотренном случае) сжимающие начальные напряжения являются
более опасными по сравнению с растягивающими. Кроме этого, в
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этой задаче наблюдается существенное влияние начальных напряже-
ний при подходе к краям штампа. В случае упругого основания [83]
предполагается, что трение между штампом и слоем отсутствует, а
слой и полупространство находятся в условиях полного сцепления.
Указанная контактная задача, как и в случае жесткого основания, мо-
жет быть приведена к интегральному уравнению Фредгольма второ-
го рода для тех значений коэффициентов удлинений, при которых не
возникает поверхностная неустойчивость. Также рассмотрены неко-
торые предельные случаи. В частности, для сколь угодно толстого
слоя получены характеристические уравнения, которые соответству-
ют поверхностной неустойчивости двух полупространств с началь-
ными напряжениями при полном их сцеплении.

Таким образом, в этом разделе приведены исследования кон-
тактных задач для предварительно напряженных тел лишь примени-
тельно к жестким штампам. По мнению авторов, дальнейший про-
гресс в развитии механики контактного взаимодействия предвари-
тельно напряженных тел (как в случае жестких, так и упругих штам-
пов) определяется исследованием более сложных классов задач (для
упругих, вязкоупругих и пластических тел), а также проведением
экспериментальных исследований степени влияния начальных на-
пряжений на основные характеристики контактного взаимодействия
конструкционных материалов.

II. Упругие штампы

§1. Постановка задач и общий метод решения

Несмотря на обширную литературу по контактной задаче ли-
неаризованной теории упругости [5–7], исследования по проблемам
упругого контактного взаимодействия тел с начальными напряже-
ниями в нашей стране и за рубежом появились лишь в последнее
время [7]. Последнее обстоятельство приобретает особый интерес в
связи с внедрением в практику новых искусственных материалов,
которые могут выдерживать большие начальные деформации. Ино-
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гда целесообразно преднамеренно создавать начальные напряжения,
остаточные и технологические, для компенсации и регулировки тех
напряжений, которые возникают в элементах конструкций, а также
для повышения прочностных характеристик, на что еще ранее (в
рамках классической теории упругости) обратил внимание Л.А. Га-
лин. Он со своими сотрудниками предложили теорию самоподдер-
живающего разрушения, которая описывает динамику процесса раз-
рушения за счет остаточных напряжений преднапряженных высоко-
прочных стекол. Это в основном связано с тем, что при исследо-
вании задач о контактном взаимодействии упругих тел с начальны-
ми напряжениями линейная теория упругости не учитывает влияния
этих напряжений. Их можно учесть в рамках линеаризованной тео-
рии упругости [3–9,88]. Учет начальных напряжений в рамках лине-
аризованной теории упругости приводит к новым постановкам задач
взаимодействия деформированных тел, существенно отличающим-
ся от постановок классических задач теории упругости. И хотя при
решении этих задач системы основных дифференциальных уравне-
ний, выражения для определения составляющих тензора напряжений
и структура граничных условий отличается от соответствующих си-
стем уравнений и выражений тензора напряжений теории упругости,
они по своей природе и структуре родственны обычным контактным
смешанным задачам [17,18].

В первой работе [89], посвященной контактному взаимодей-
ствию упругих тел с начальными напряжениями, рассматривается
общая пространственная статическая задача о давлении упругого
штампа произвольного поперечного сечения на упругое полупро-
странство без учета сил трения (рис. 11). В этой работе дана по-
становка и общий метод решения задачи в случае упругих потенциа-
лов произвольной формы в общем виде для теорий больших (конеч-
ных) начальных деформаций и различных вариантов теории малых
начальных деформаций. При постановке указанных задач во всех ре-
ферируемых работах принимаются четыре предположения, которые



КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ УПРУГИХ ТЕЛ 211

Рис. 11. Схема распределения приложенных внешних и внутренних сил

являются основными в рассматриваемой теории контактного взаимо-
действия тел с начальными напряжениями и упругих штампов:

1) контактное взаимодействие упругого штампа без начальных на-
пряжений с предварительно напряженным упругим телом осу-
ществляется после возникновения в последнем начального на-
пряженного состояния;

2) действующие на упругий штамп внешние нагрузки вызывают
в предварительно напряженном теле возмущения напряженно-
го деформированного состояния по величине значительно мень-
шие соответствующих величин начального напряженного состо-
яния;

3) начальное напряженное состояние одного из взаимодействую-
щих тел имеет такую структуру, что в области их взаимодей-
ствия можно (приближенно, с достаточной степенью точности)
считать начальное напряженное состояние однородным;

4) решение линеаризованных задач теории упругости о контакт-
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ном взаимодействии предварительно напряженных тел и упру-
гих штампов — единственное.

Отметим, что три последних допущения адекватны допущени-
ям, сформулированным в теории хрупкого разрушения материалов
с начальными напряжениями [12]. Первое допущение предполагает
контакт взаимодействующих тел после возникновения в одном из
них начальных напряжений. Второе допущение дает возможность
применять линеаризованную теорию упругости [3–9] для исследова-
ния дополнительного к начальному напряженно-деформированного
состояния. Третье допущение дает возможность с учетом второго до-
пущения с достаточной для инженерных расчетов точностью общее
начальное напряженное состояние аппроксимировать однородным
начальным напряженным состоянием. Четвертое допущение обеспе-
чивает единственность решения полученной таким образом линеа-
ризованной задачи о взаимодействии упругого штампа произволь-
ного поперечного сечения с предварительно напряженным упругим
полупространством. В работах [14–38, 89–91] отмечается, что иссле-
дование линеаризованных задач контактного взаимодействия упру-
гих штампов с предварительно напряженными телами без выполне-
ния четвертого условия лишено всякого смысла, так как в этом слу-
чае может возникнуть потеря внутренней устойчивости (терминоло-
гия [88]), которая в рамках плоской и пространственной линеаризо-
ванных задач достаточно подробно исследована в [12, 20, 21, 92–96].
Как отмечено в [89–91,96–104], появление внутренней потери устой-
чивости привело бы к нарушению условия единственности решений.
Отмечено также [89–91], что второе допущение при рассматривае-
мом подходе нарушается в окрестности точек изменения граничных
условий. В этих точках возмущения напряжений (напряжение линеа-
ризованной теории упругости) неограниченно возрастают. Подобная
ситуация возникает и в контактных задачах линейной теории упруго-
сти. В теории контактных задач (классическая теория упругости) по
этому вопросу проведено подробное обсуждение (обзор по этим ра-
ботам приведен в [17,18]). Вывод из указанного обсуждения для тео-
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рии контактных задач линейной теории упругости заключается в сле-
дующем: в решениях контактных задач (плоской и пространствен-
ной) для жестких и упругих штампов возникают особенности сте-
пенного порядка 0(ρ1−γ

k ), где ρk — расстояние от любой точки кон-
такта тела до ее границы, γ — параметр, определяемый из некоторо-
го трансцендентного уравнения и зависящий от упругих постоянных
контактирующих тел и их конфигурации. Эти особенности возника-
ют в точках изменения граничных условий. В этих точках контакт-
ные напряжения принимают «бесконечные» значения и, безусловно,
не имеют физического смысла. Однако, на вычисление интегральных
характеристик, (осадка и т. д.) в контактных задачах для жестких и
упругих штампов эти особенности влияния не оказывают. Изложен-
ный выше вывод полностью относится и к задачам контактного вза-
имодействия предварительно напряженных тел [1, 89–91, 105–120] с
одним лишь замечанием: параметр теперь существенно зависит еще
и от структуры упругого потенциала [12, 20, 21, 92–95].

В [89] на основании четвертого предположения в случае про-
странственных задач контактного взаимодействия однородное состо-
яние принимается в виде S11

0 = S22
0 �= 0; S33

0 = 0; λ1 = λ2 �= λ3,
здесь λi — коэффициенты удлинения, определяющие перемещения
начального состояния.

При таких предположениях в [89] рассматривается контактное
взаимодействие упругого штампа произвольного поперечного сече-
ния с предварительно напряженным полупространством (рис. 11).

В работе [89] сформулирован общий метод решения указанных
задач линеаризованной теории упругости, который дает возможность
построить точные решения задачи контактного взаимодействия тел с
начальными напряжениями, для которых построены решения соот-
ветствующих задач в случае линейно упругого тела без начальных
напряжений (рис. 1).

Сравнивая перемещения в соответствующих линейных зада-
чах [18] с результатами задач для тел с начальными напряжени-
ями [89, 96, 98, 103, 108, 110, 112, 117, 122] для равных и неравных
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корней [89], находим, что перемещение под упругим штампом, вза-
имодействующим с полупространством с начальными напряжения-
ми, можно представить в виде U3(y1, y2, 0) = kU0

3 (y1, y2, 0), где k
— коэффициент, характеризующий влияние начальных напряжений;
U3 и U

0
3 — соответственно вертикальные перемещения под штам-

пом в полупространстве с начальными напряжениями и без них.
Коэффициент k не зависит от поперечного сечения и формы штам-
па [89, 96, 107,108,110,122].

Заметим, что коэффициент k обращается в бесконечность при
выполнении условий: λ1 = λkp = 0,69336 — для потенциала Бар-
тенева –Хазановича; λ1 = λkp = 0,667 — для потенциала Трелоара.
Значение λ1 = λkp соответствует начальному удлинению, при зна-
чении которого наступает поверхностная неустойчивость полупро-
странства при равномерном двухосном сжатии [93–95]. Таким обра-
зом, при стремлении начальных напряжений к величинам, соответ-
ствующим поверхностной неустойчивости полупространства, прояв-
ляются эффекты «резонансного» характера, т. е. новый механический
эффект, соответствующий аналогичным явлениям для задач меха-
ники хрупкого разрушения материалов с начальными напряжения-
ми [12] и для контактных задач в рамках линеаризованной теории
упругости [8,20,21,92–95] в случае жестких штампов [1]. На рис. 12
показана графическая зависимость коэффициента удлинения λ1, по-
лученная в [89,96,107,108,110,121,122] в случае растяжения (λ1 > 1)
и сжатия (λ1 < 1). Влияние начальных напряжений на перемещения
под штампом проявляется в следующем: при сжатии перемещения
под штампом как для сжимаемых, так и для несжимаемых тел уве-
личиваются, при растяжении это увеличение незначительно.

Отметим, что предложенный общий метод решения линеари-
зованных контактных задач [89] использован для решения анало-
гичных задач в случае плоского начального напряженного состоя-
ния [90,91, 96, 97, 104–106,111,113,118,123,124].
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Рис. 12. Влияние начальных напряжений на перемещения под упругим
штампом, характеризуемое коэффициентом k

§ 2. Полупространство с начальными напряжениями под
действием упругого конечного штампа

Рассмотрены следующие контактные задачи: а) давление упру-
гого конечного цилиндрического штампа на полупространство с на-
чальными напряжениями [89, 98, 107, 108, 110, 112, 122], а также слу-
чай, когда полупространство и упругий штамп предварительно на-
пряжены [119]; б) взаимодействие двух предварительно напряжен-
ных полупространств с упругим конечным цилиндрическим штам-
пом [103,104].

Предполагается, что упругий штамп — изотропное тело, а по-
лупространство с начальными напряжениями может быть изготовле-
но из сжимаемых или несжимаемых изотропных, композиционных,
высокоэластичных материалов. Система упругий штамп – полупро-
странство с начальными напряжениями подвержена осесимметрич-
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Рис. 13. Распределение безразмерных контактных напряжений
−πR2Q̃33/P под упругим штампом, который сдавливается двумя упруги-
ми полупространствами с начальными напряжениями, ξ — безразмерный
радиус упругого штампа

ной нагрузке, приложенной к свободному торцу упругого штампа,
под действием которой все его точки деформируются в направлении
оси Oy3 на одинаковую величину ε (рис. 11). Кроме того, все по-
верхности вне области контакта считаются свободными от внешних
усилий, а трение между упругим штампом и полупространством с
начальными напряжениями игнорируем.

Для определения напряженно-деформированного состояния упру-
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Рис. 14. Количественная и качественная оценка влияния начальных напря-
жений в полупространстве на закон распределения нормальных напряже-
ний в упругом цилиндре, Q̃33/σ

0
z — отношение нормальных контактных

напряжений после и до приложения начальных напряжений

гих штампов используем уравнение Ламе, решение которого ищется
с помощью конечных интегральных преобразований Фурье и Ханке-
ля.

Рис. 15. Количественная и качественная оценка влияния начальных напря-
жений на распределение тангенциальных напряжений в упругом штампе,
Q̃33/σ

0
3 и σρ/[σρ]0 — отношение нормальных и радиальных напряжений

после и до приложения начальных напряжений, σρ — радиальные напряже-
ния в упругом штампе

Аналитические решения в [89,96,107,108,110,122] представлены
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Рис. 16. Количественная и качественная оценка влияния начальных на-
пряжений на распределение радиальных напряжений в упругом штампе,
Q̃33/σ

0
3 и σρ/[σρ]0 — отношение нормальных и радиальных напряжений

после и до приложения начальных напряжений, σρ — радиальные напряже-
ния в упругом штампе

Рис. 17. Перемещения под штампом −u3/ε, ρ – безразмерная координата

в виде хорошо сходящихся функциональных рядов и сведены к опре-
делению произвольных постоянных χk из вполне регулярных беско-
нечных систем линейных алгебраических уравнений [89], коэффи-
циенты которых существенным образом зависят от геометрических
и физических постоянных упругого штампа и полупространства.

В работах [89,96,98,103,104,107,108,110,112,122] найдены чис-
ловые значения напряженно-деформированного состояния для задач
о давлении упругого конечного цилиндрического штампа на полу-
пространство с начальными напряжениями и взаимодействии двух
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Рис. 18. Перемещения в упругом штампе, сдавливаемом двумя упругими
полупространствами, −u2/ε, ρ – безразмерная координата

предварительно напряженных полупространств с упругим конечным
цилиндрическим штампом, которые представлены в виде графиков
(рис. 18–19а, б).

Графическое изображение представлено в безразмерных величи-

нах: контактное напряжение под штампом −πR2

P
Q̃33; перемещения

на границе упругого полупространства с начальными напряжения-

ми −1
εU3,

1
εUρ; перемещения в упругом штампе −1

εUz; контактные
напряжения под штампом и в упругом штампе отнесенные к анало-
гичным напряжениям линейной задачи (без начальных напряжений).

На основании аналитического и численного анализа решений
задач [89, 98, 100, 104, 107, 108, 110, 122] сделаны выводы о характере
и величине влияния начальных напряжений в полупространстве на
напряженно-деформированное состояние системы упругий штамп –
полупространство с начальными напряжениями в сравнении с ана-
логичными линейными задачами (полупространство без начальных
напряжений). Ниже приведены некоторые из них.

Наличие начальных напряжений в полупространстве приводит к
весьма существенному изменению величин и характера распределе-
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ния напряжений и перемещений в упругом штампе. При этом наибо-
лее существенное их влияние оказывается на величину напряжений в
точках, близких к боковой поверхности штампа; наибольшее влияние
начальных напряжений отмечено вблизи подошвы и значительное —
только в зоне для штампов рассмотренной геометрии.

Начальные напряжения в упругом полупространстве оказыва-
ют очень существенное влияние на закон распределения контактных
усилий и перемещений. Это влияние приводит к уменьшению кон-
тактных напряжений в случае сжатия и увеличению в случае растя-
жения. На границе области контакта нормальные напряжения имеют
особенность вида (1−ρ2)−1/2+γ , где γ — параметр, определяемый из
трансцендентных уравнений и зависящий от структуры упругого по-
тенциала и величины δ (δ = E/E1 — для сжимаемых тел; δ = E/C10

— для несжимаемых тел). Результат влияния начальных напряжений
на величину и характер напряженно-деформированного состояния
системы упругий штамп – полупространства (два идентичных полу-
пространства) с начальными напряжениями в значительной степени
зависит от вида упругого потенциала. Более существенное влияние
количественного характера начальные напряжения оказывают в вы-
сокоэластических материалах; качественное влияние имеет идентич-
ный характер.

При стремлении начальных напряжений к величинам, соответ-
ствующим поверхностной неустойчивости полупространства, прояв-
ляются эффекты «резонансного» характера: напряжения в упругом
штампе равны нулю, перемещение резко возрастает и штамп переме-
щается как жесткое целое; контактные напряжения также стремятся
к нулю, а перемещения под штампом совпадают с перемещениями
его торца. Указанный эффект обнаружен в рамках линеаризованной
теории упругости и является следствием того, что в рассматрива-
емом случае система (штамп + основание) находится в состоянии
нейтрального равновесия.
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§ 3. Упругий слой с начальными напряжениями под действием
упругого цилиндрического штампа

Метод построения решения задач, рассмотренных в § 2, разви-
вается применительно к задачам для слоя с начальными напряжения-
ми [1,99,101,102,104,107–110,115–117,119,121], а при исследовании
задачи [121] применен численный метод. Слой находится под дав-
лением, вызванным действием упругого конечного штампа (рис. 11)
или двух соосных конечных упругих штампов. Рассмотрены случаи:
а) слой лежит без трения на жестком основании; б) слой скреплен
с жестким основанием; в) слой покоится на упругом основании с
начальными напряжениями и без них.

Рассмотрены различные случаи деформации бесконечного упру-
гого слоя с начальными напряжениями, причем во всех задачах при-
меняется представление перемещений и напряжений через интегра-
лы Ханкеля в общем виде как для сжимаемых, так и несжимаемых
тел. Рассматриваемые задачи сведены к регулярным бесконечным си-
стемам алгебраических уравнений относительно некоторых постоян-
ных χk, через которые выражены напряжения и перемещения в слое
с начальными напряжениями и упругом штампе.

Слой рассматривается как упругое сжимаемое или несжимаемое
тело при больших (конечных) деформациях. На рис. 19–26 приведе-
ны значения напряжений и перемещений в упругом штампе, а также
в области контакта, причем штриховые кривые соответствуют слою
без начальных напряжений [17,18].

Влияние начальных напряжений на закон распределения кон-
тактных напряжений для разных толщин слоя в случае гармони-
ческого потенциала иллюстрируются на рис. 22, потенциала Бар-
тенева –Хазановича — рис. 24, потенциала Трелоара — рис. 25. На
этих графиках изображены кривые, которые соответствуют значени-
ям λ1 = 0,7; 0,8; 0,9; 1; 1,1; 1,2 по возрастанию λ1.

Из результатов, представленных на рис. 22–24, следует, что в
случае сжатия (λ1 < 1) наличие начальных напряжений в слое при-
водит к уменьшению величины контактных напряжений, в случае
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Рис. 19. Распределение контактных напряжений в слое под штампом для
потенциала Бартенева –Хазановича, ρ — безразмерная координата

растяжения (λ1 > 1) — к увеличению контактных напряжений при-
мерно на одинаковую величину. Особенно это заметно для толстых
слоев. Для тонких слоев при растяжении отмечается большее вли-
яние начальных напряжений, чем при сжатии. Для слоев h > 15 с
достаточной для практики точностью при расчете контактных напря-
жений можно положить h = ∞, т. е. пользоваться решением для по-
лупространства с начальными напряжениями [89,98,99,104,107–110].



КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ УПРУГИХ ТЕЛ 223

Рис. 20. Количественная и качественная оценка влияния начальных напря-
жений в слое на закон распределения нормальных напряжений в упругом
цилиндре для потенциала Бартенева –Хазановича, ρ — безразмерная коор-
дината

Рис. 21. Влияние начальных напряжений в слое на радиальные перемеще-
ния в упругом штампе; −ur/ε — радиальное напряжение, ρ — безразмерная
координата

При приближении λ1 → λkp, при котором наступает потеря поверх-
ностной устойчивости [20, 21, 92–95], наличие начальных напряже-
ний приводит к уменьшению контактных усилий. Так, при λ1 = 0,7
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Рис. 22. Распределение контактных напряжений в слое в области контакта
упругого штампа для гармонического потенциала; −πR2Q̃33/P — контакт-
ные напряжения; ρ — безразмерная координата

Рис. 23. Распределение контактных напряжений в слое в области контакта
упругого штампа для потенциала Бартенева –Хазановича; −πR2Q̃33/P —
контактные напряжения; ρ — безразмерная координата
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Рис. 24. Количественная и качественная оценка влияния начальных напря-
жений в слое на закон распределения нормальных напряжений в упругом
штампе для гармонического потенциала; Q̃33/σ

0
z — отношение напряжений

до и после приложения начальных напряжений

(потенциал Бартенева–Хазановича λkp = 0,69336) и h = 1,6 кон-
тактные напряжения уменьшаются в 4–8 раз (рис. 22–24).

На рис. 26 показано, как влияют начальные напряжения в слое
на распределение нормальных напряжений в упругом штампе. Из
графиков видно, что существенное влияние для всех трех рассмат-
риваемых упругих потенциалов простейшей структуры отмечается
лишь для сечений упругого штампа ξ < 1, причем это влияние мень-
ше в случае сжатия (λ1 < 1) и больше в случае растяжения. При
λ1 → λkp влияние начальных напряжений в упругом слое резко па-
дает, а напряжения в упругом штампе стремятся к нулю, т. е. упругий
штамп находится в состоянии упругого равновесия и не оказывает
давления на упругий слой (зависает). Таким образом, при достиже-
нии начальными напряжениями в слое величин, соответствующих
поверхностной неустойчивости слоя с начальными напряжениями
и в упругом штампе, возникают «резонансные» явления, аналогич-
ные явлениям в задачах механики хрупкого разрушения материалов
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Рис. 25. Количественная и качественная оценка влияния начальных напря-
жений в слое на закон распределения нормальных напряжений в упругом
штампе (Q̃33/σ

0
z — отношение напряжений после и до приложения началь-

ных напряжений)

с начальными напряжениями [12] и в контактных задачах в случае
жестких штампов [1]. Это подтверждают как аналитические, так и
численные результаты.

Наличие начальных напряжений в слое приводит к увеличению
перемещений в упругом штампе и в области контакта в случае сжа-
тия, в случае растяжения — к их уменьшению. Аналогичная ситуа-
ция складывается и для радиальных напряжений в упругом штампе
и слое.

§ 4. Полуплоскость с начальными напряжениями под действием
упругого штампа

В работах [96, 97] исследуются плоские статические задачи ли-
неаризованной теории упругости для одной и двух полуплоскостей,
взаимодействующих с прямоугольным штампом в предположении,
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Рис. 26. Распределение нормальных напряжений σz в упругом штампе

что штамп является упругим, изотропным однородным телом. Рас-
смотрены две задачи.

I. Упругий прямоугольный штамп длиной 2l и высотой 2h вдавли-
вается в упругую предварительно напряженную полуплоскость
под действием нагрузки, приложенной к противоположной сво-
бодной до контакта кромке прямоугольного штампа и вызываю-
щей ее перемещение на одинаковую величину ε.

II. Упругий прямоугольный штамп длиной 2l и высотой 2h сжи-
мается (растягивается) двумя идентичными, предварительно на-
пряженными полуплоскостями при помощи внешней осевой на-
грузки, приводящейся к равнодействующей P . Внешняя нагруз-
ка приложена так, что удаленные от области контакта прямо-
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угольного штампа с полуплоскостями точки их ненапряженных
поверхностей перемещаются относительно координатной плос-
кости y2 = 0 на осевое расстояние ε.

Предполагается, что в обеих задачах поверхности взаимодей-
ствующих тел вне зоны контактного взаимодействия свободны от
напряжений, а прямоугольный штамп и полуплоскость (полуплоско-
сти) с начальными напряжениями изготовлены из разных материа-
лов.

Решение для полуплоскости с начальными напряжениями в
предположении, что она загружена нормальными и тангенциальны-
ми усилиями на границе, находим в виде [96, 97].

В случае плоской деформации предлагается общий метод ре-
шения задачи о давлении прямоугольного штампа на полуплоскость
с начальными напряжениями. Суть метода состоит в сведении рас-
сматриваемой задачи к задаче типа Римана–Гильберта с неизвестной
правой частью, аналогично как в [89].

Кроме того, в [96, 97] развит метод сведения задач I и II к син-
гулярным интегро-дифференциальным уравнениям (в случае задачи
II) к системе двух уравнений без учета и с учетом сцепления. С по-
мощью метода ортогональных полиномов эти уравнения (системы)
сведены к бесконечным системам алгебраических уравнений, через
неизвестные которых выражены все характеристики напряженно-де-
формированного состояния упругого прямоугольного штампа и пред-
варительно напряженной полуплоскости. Доказана регулярность по-
лученных систем. Из полученных решений и численных расчетов
можно сделать выводы, которые в качественном отношении совпада-
ют с выводом по пространственным задачам.

Различие имеется в количественном отношении. При λ1 = 1
полученное решение совпадает с решением аналогичных задач клас-
сической теории упругости [13–18].

Отметим лишь, что с помощью программы оптимизации уста-
новлено [96,97], что полученные числовые значения для контактных
перемещений хорошо согласуются с ограничивающими решениями.
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Рис. 27. Влияние начальных напряжений в полуплоскости на закон рас-
пределения контактных напряжений в области контакта упругого штампа
для гармонического потенциала, где −Q̃22/P — контактное напряжение; ξ
– безразмерная координата

Влияние начальных напряжений в полуплоскости с начальными на-
пряжениями на распределение нормальных контактных напряжений,
полученных для обеих функций веса [96, 97], отмечается для всех
значений 0 � k2 � ∞ и всей области контакта за исключением угло-
вых точек упругого штампа. Здесь имеет место особенность [17,18],
вид которой в случае сжимаемых тел определяется из трансцендент-
ного уравнения [96], в случае несжимаемых тел из трансцендентного
уравнения [97].

Из-за расходимости ряда Фурье результаты числового счета
[96, 97] могут рассматриваться как точные для 0 � λ1 < 0,85. Для
λ1 > 0,85 числовые результаты дают только количественную инфор-
мацию.
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Рис. 28. Влияние начальных напряжений в полуплоскости на распределе-
ние тангенциальных контактных напряжений с учетом адгезии упругого
штампа с полуплоскостью для гармонического потенциала, где −Q̃21/P —
тангенциальное напряжение; ξ – безразмерная координата

На рис. 27, 28 показано влияние начальных напряжений в полу-
плоскости на закон распределения контактных напряжений. На рис.
28 показано влияние начальных напряжений на нормальные контакт-
ные усилия под упругим штампом без учета сил трения. Из рис. 27,
28 следует, что отношение δ = h/l > 0,5 на качественную карти-
ну действия начальных напряжений не влияет. На рис. 19 показано
влияние начальных напряжений на закон распределения контактных
нормальных усилий без учета сцепления.

Кроме того, на рис. 27, 28 показано влияние начальных напря-
жений на нормальные и тангенциальные контактные напряжения с
учетом сцепления (адгезии) упругого штампа и полуплоскостей с на-
чальными напряжениями [96,97].
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Рис. 29. Влияние начальных напряжений в полуплоскости на закон распре-
деления контактных нормальных усилий без учета сцепления; Q̃22/[σy]0 —
отношение напряжений после и до возникновения начальных напряжений;
ξ – безразмерная координата

§ 5. Упругая полуплоскость с начальными напряжениями,
подкрепленная упругими накладками

Работы [90, 91, 105, 106, 111, 113, 117, 118, 121] посвящены ре-
шению класса плоских задач контактного взаимодействия упругих
накладок с предварительно напряженной полуплоскостью. Наклад-
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ки считаются приклеенными после приложения начальных напряже-
ний к полуплоскости по линии участка, ширина контакта не учиты-
вается, а толщина накладок достаточно малая. Решены следующие
конкретные задачи: полуплоскость, усиленная одной, двумя пери-
одически расположенными конечными накладками, а также задача
для двух идентичных полуплоскостей с начальными напряжениями,
соединенных упругой конечной накладкой. Для равных и неравных
корней определяющего уравнения [12] получены сингулярные инте-
гро-дифференциальные уравнения (системы) с коэффициентами, за-
висящими от вида упругого потенциала. Полученные уравнения да-
ют возможность сформулировать общий метод решения указанных
задач линеаризованной теории упругости.

С помощью предложенного метода можно получить точное ре-
шение широкого класса плоских задач для упругих тел с начальными
напряжениями в случае упругой накладки такой геометрии, для кото-
рой существует решение аналогичных задач классической линейной
теории упругости и анизотропного тела.

Отметим, что во всех реферируемых работах получены реше-
ния, которые теоретически обоснованы. Исследованы на регуляр-
ность системы линейных алгебраических уравнений, к которым при-
водится большинство задач данной работы, а также показана практи-
ческая сходимость числовых и функциональных рядов метода после-
довательных приближений интегральных уравнений типа Фредголь-
ма и систем, при этом определены пределы изменения соответству-
ющих параметров разложения, при которых процесс является сходя-
щимся.

На рис. 30, 31 показано распределение контактных усилий под
одной накладкой для двух потенциалов простейшей структуры: гар-
монического потенциала Бартенева–Хазановича.

§ 6. Заключение

Таким образом, анализ рассмотренных работ позволяет сде-
лать вывод, что теория контактного взаимодействия полубесконеч-
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Рис. 30. Распределение контактных напряжений под одной накладкой вза-
имодействующей с полуплоскостью с начальными напряжениями для гар-
монического потенциала, Pσ21/(ah) — тангенциальное усилие, y1/a — без-
размерная координата

ных упругих тел с упругими штампами конечных размеров при учете
начальных напряжений в полубесконечных телах получила дальней-
шее развитие, которое включает: а) постановку задач контактного
взаимодействия сжимаемых и несжимаемых тел с начальными на-
пряжениями и упругих штампов в общей форме для теории больших
(конечных) и двух вариантов малых начальных деформаций в случае
произвольной структуры упругого потенциала; б) развитие методов
решения плоских и пространственных контактных задач, линеари-
зированной теории упругости с использованием интегральных пре-
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Рис. 31. Распределение контактных напряжений под одной накладкой взаи-
модействующей с полуплоскостью с начальными напряжениями для потен-
циала Бартенева –Хазановича, Pσ21/(ah) — тангенциальное усилие, y1/a —
безразмерная координата

образований, интегральных уравнений, теории потенциала, методов
задачи Римана–Гильберта, а также существующих численных ме-
тодов исследования пакета прикладных программ Maple с оценкой
сходимости и эффективности этих методов на примере решения кон-
кретных задач; в) решение конкретных классов плоских и простран-
ственных контактных задач для полубесконечных тел с начальными
штампами, выявление новых механических эффектов, связанных с
влиянием начальных напряжений, формулировку на основании этих
решений рекомендаций для инженерных методов расчета.
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