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МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМІКИ СТАНІВ ВИРОБНИЧИХ СИСТЕМ ЗА  СХЕМАМИ НЕЧІТКИХ МАРКІВСЬКИХ ЛАНЦЮГІВ, ЩО ҐРУНТУЮТЬСЯ НА КОНЦЕПЦІЇ НЕЧІТКИХ ВІДНОШЕНЬ І ЇХ КОМПОЗИЦІЙ
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У статті розглядаються марківські ланцюги, побудовані на концепції нечітких відношень і їх композицій, стосовно їх використання у дослідженні динаміки станів виробничих систем або їх частин. Запропоновано представляти невизначеність у перехідних характеристиках динамічних процесів, що відбуваються у виробничих системах, за допомогою нечітких відношень і їх композицій. Введене поняття «нечіткого марківського ланцюга», досліджуються його властивості. Показано на прикладах, що основні властивості класичних ланцюгів Маркова можна узагальнити на нечіткі марківські ланцюги, побудовані на основі нечітких відношень.
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Дослідження сучасного розвитку економіки України показують, що проблеми нормування й оплати праці не втратили своєї важливості. На всіх рівнях управління економікою країни існує необхідність пошуку адекватних методів впливу на стан нормування праці. Особливо гостро потребують подальшого удосконалення механізми накопичення знань про процеси, які відбуваються у виробничих системах, що дозволить вивести нормування праці на якісно новий рівень розвитку. 

Процеси зміни станів виробничих систем або їх частин, зокрема, робочих місць, відбуваються в умовах невизначеності, що вимагає впровадження методів її урахування у практику моделювання таких процесів і відкриває широкі можливості для створення адекватних баз виробничих знань на підприємствах [1]. Теорія нечітких множин та нечіткі методи обробки інформації дозволяють повною мірою врахувати наявну невизначеність в інформаційних елементах, які суттєво впливають на якість прийняття управлінських рішень, а також, дають можливість ефективно використовувати статистичну та експертну інформацію для більш точного і якісного прогнозування і планування виробництва [2].

Доцільність й ефективність застосування теорії марківських ланцюгів при моделюванні процесів, які відбуваються у виробничих системах, доведена у низці робіт. Зокрема у роботах [1, 2] зазначено, що присутня невизначеність в моделях виробничих систем носить складний характер, який не обмежується лише природою ймовірності. У статті [2] запропонований комбінований підхід до опису невизначеності, а, зокрема, об’єднання можливостей апаратів теорії ймовірностей і теорії нечітких множин.  

Зі всіх існуючих різновидів марківських процесів в задачах моделювання зміни станів виробничих систем або їх частин знайшли застосування процеси з дискретними станами. Марківські процеси з дискретними станами і дискретним часом використовуються для моделювання динаміки станів виробничих систем в умовах, коли неможливо вести неперервні спостереження за різними станами об’єктів і такі спостереження виконуються епізодично з фіксацією станів.

При моделюванні за схемами ланцюгів Маркова однією з основних задач є визначення елементів матриці перехідних ймовірностей. Вирішення даної проблеми для такого виробництва, в якому налагоджений збір і обробка статистичних даних про стани елементів системи, є нескладним завданням. Приклади такого оцінювання можна знайти в роботах [1, 2]. Проте,  оцінювання значень ймовірностей переходу системи із стану в стан за статистичними даними є недостатньо точним. Значення ймовірностей завжди можна отримати лише з певними відхиленнями, а для ефективного використання цієї інформації необхідні спеціальні методики. 

У статті [3] запропонований математичний апарат, що дозволяє враховувати наявну невизначеність у показниках, які впливають на процеси зміни станів будь-якого марківського ланцюга. Наведені у [3] теоретичні засади дають можливість дослідити поєднання математичного апарату нечітких марківських ланцюгів, що базуються на концепції нечітких відношень та їх композицій, із розробленою методикою моделювання динаміки станів виробничих систем або їх частин за допомогою марківських ланцюгів, наведеною у роботі [1].  
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. Така  нечітка множина описує можливості знаходження системи у різних станах. Множина всіх нечітких множин на 
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 називається нечітка множина, задана на декартовому добутку 
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 за допомогою матриці
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Тепер визначимо поняття нечіткого марківського ланцюга, що базується на концепції нечітких відносин та їх композицій [3]. При цьому, початковий нечіткий розподіл на множині станів 
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 позначається 
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 описується нечіткою множиною (або розподілом) 
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. Правило переходу із стану в стан для нечіткого марківського ланцюга визначається нечітким відношенням 
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. А нечіткий розподіл у кожний наступний момент часу встановлюється за формулою: 
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(1)

Слід відзначити деяку схожість між нечіткими марківськими ланцюгами і класичними ланцюгами Маркова.  Дійсно, поведінка марківських ланцюгів, що задаються матрицею ймовірностей переходів 
[image: image25.wmf]{

}

n

j

i

ij

p

1

,

=

, описується рекурентним співвідношенням:
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(2)

Це очевидно, що рівняння (1) і (2) мають подібну структуру. Єдина відмінність між ними полягає в застосованих операціях і, звичайно, в самому понятті нечіткості на відміну від імовірності. Нечіткі марківські ланцюги базуються на максимінній алгебрі замість звичної алгебри, власне, рівняння (1) утворюється з (2) заміною алгебраїчної суми на операцію знаходження максимуму, а алгебраїчної операції добутку – відповідно на операцію мінімуму. 

Помітимо, що описані вище нечіткі марківські ланцюги були представлені в найзагальнішому контексті. Цілком можливо висунути подальші обмеження. Наприклад, може бути необхідним, щоб нечітке відношення було нормальним і/або опуклим (опуклим у разі, коли нечіткі множини задаються в метричних просторах). 

 Визначення ступенів матриці переходів абсолютно природно дати таким чином: 
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 – дельта Кронекера. 

Нечіткий стан 
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 означає максимінне матричне множення 
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У статті [3] сформульований наступний результат, який відповідає граничній теоремі для класичних марківських ланцюгів, а саме: доведено, що степені нечіткої матриці переходів 
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збігаються до граничної матриці 
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 – кінцеве число, або коливається з певним періодом  
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, починаючи з певної межі.

За аналогією з класичними ланцюгами Маркова можна навести визначення неперіодичного (або аперіодичного) марківського ланцюга, степені нечіткої перехідної матриці якого збігаються за 
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 кроків до неперіодичного рішення
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– так званої граничної нечіткої матриці переходів.  

Нагадаємо, що у випадку класичних марківських ланцюгів степені матриці ймовірностей переходів сходяться до стаціонарного рішення за нескінченну кількість кроків. Тоді як у роботі [3] стверджується,  що послідовність степенів нечіткої матриці переходів збігається до кінцевої межі (можливе також періодичне рішення). Це є характерною відмінністю між класичними марківськими ланцюгами і нечіткими ланцюгами Маркова. Цей факт обумовлює відмінність в ергодичних властивостях класичних і нечітких схем. Наступний приклад пояснює останнє твердження.

Нехай класичний марківський ланцюг має наступну матрицю переходів
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Зазначимо, що нечіткий марківський ланцюг може бути описаний цією матрицею (оскільки її елементи ненегативні і не перевищують одиницю). Граничну матрицю для класичного марківського ланцюга можна просто обчислити розв’язуючи рівняння  
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Очевидно, що матриця  
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 має однакові рядки  
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. Цей факт має чітку ймовірнісну інтерпретацію: після тривалого періоду часу ймовірність знаходження системи в першому стані дорівнює 4/7, а ймовірність знаходження системи в другому стані дорівнює 3/7. Крім того, ідентичність рядків означає, що довготривалий розподіл ймовірності не залежить від початкового стану, що є дуже важливою властивістю.

Тепер розглянемо нечіткий марківський ланцюг з такою ж матрицею переходів і обчислимо степені матриці  
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Таким чином,  
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У цьому випадку матриця переходів є і граничною матрицею. І стаціонарне рішення нечіткої системи залежить від початкового стану, притому, що система може вільно переходити із стану стан. Це і є характерна відмінність між нечіткими марківськими ланцюгами і ймовірнісними марківськими ланцюгами.

Наведений приклад мотивує  визначення ергодичного нечіткого ланцюга як аперіодичного й такого, для якого гранична матриця переходів має однакові рядки.

Розглянемо нечіткий марківський ланцюг, представлений нечіткою матрицею переходів виробничої системи із стану в стан
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Легко перевірити, що  
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Цей приклад свідчить про те, що існують нечіткі ергодичні марківські ланцюги, хоча, судячи з попереднього прикладу, не всі нечіткі марківські ланцюги ергодичні. Тому вивчення ергодичних властивостей нечітких марківських ланцюгів представляє значний інтерес.

Ергодичні властивості нечітких марківських ланцюгів можна ефективно досліджувати за допомогою поняття власних нечітких множин [3]. Нехай 
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 – нечітке відношення, задане в матричній формі. Тоді 
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Нагадаємо, що 
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У статті [3] також доведено низку теорем, що стверджують: існує 
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А також, запропоновано три алгоритми для практичного визначення 
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 – найбільшої власної нечіткої множини для нечіткого відношення  
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Проілюструємо алгоритми на прикладі частини виробничої системи, наприклад, окремого робочого місця, для якого виділено п’ять можливих станів  
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За першим методом послідовність дій така:

Крок 1. Визначимо найбільші елементи в кожному стовпці матриці  
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Крок 3. Знайдемо  
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Крок 4. Обчислимо 
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У наступному методі використовується ідея одержування підкреслених елементів з першого методу шляхом заміни 
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) строго меншої розмірності. А на кожному кроці інваріантні елементи ті ж самі, що і в першому методі:

Крок 1. Як і в першому методі, спочатку визначимо найбільші елементи в кожному стовпці матриці  
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Крок 2. Позначимо  
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 – найменший з цих елементів (0.3 в нашому прикладі) і розглянемо стовпці, що містять цей елемент (перший стовпець в прикладі). 
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Крок 3. Видалимо з 
[image: image146.wmf]P

 ці стовпці і рядки з відповідними номерами (1-й рядок і 1-й стовпець) щоб одержати 
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 – перше зменшення матриці 
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. Важливо помітити, що не видаляються рядки, що проходять через позицію 0.3, тобто рядки з номерами 3, 4.
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Крок 4. Покладемо в 
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 ще невідомо) знайдену на попередньому кроці величину, 
[image: image152.wmf]3

=

r

, в позицію видаленого стовпця, тобто першого стовпця
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Повертаємося до першого кроку з матрицею 
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Наведемо третій запропонований у [3] алгоритм практичного визначення найбільшої власної нечіткої множини для нечіткого відношення  
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:

Крок 1. Визначимо спочатку 
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 з елементами, що відповідали найбільшим елементам в кожному стовпці матриці  
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Крок 2. Обчислимо 
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Крок 3. Порівнюємо  
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Крок 4. Порівнюємо  
[image: image182.wmf]3

x

 з  
[image: image183.wmf]2

x

: якщо вони різні, то обчислимо  
[image: image184.wmf]3

4

P

P

P

o

=

 щоб одержати  
[image: image185.wmf]4

x

 і т.д. Зупинимося, коли знайдемо таке значення  
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У нашому прикладі:
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Одержимо  
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 і так далі.

Тепер можна встановити наступний важливий результат. Припустимо, що нечіткий марківський ланцюг з матрицею переходів 
[image: image191.wmf]P

 ергодичний. Власне, він аперіодичний і гранична матриця переходів  
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 – найбільша  власна нечітка множина для нечіткого відношення, визначеного матрицею  
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Таким чином, наступним кроком в дослідженні нечітких ланцюгів Маркова з кінцевою множиною станів буде визначення достатніх умов для ергодичності нечіткого марківського ланцюга з найменшим числом обмежень. 

Також покажемо, що нечіткі марківські ланцюги є досить стійкими (робастними) системами до невеликих збурень матриці переходів. Власне, ця робастна властивість виправдовує назву «нечіткі».  Це означає, що неточні дані, які використовуються в нечіткій моделі, не викличуть загального невірного опису реального об’єкту у випадку, коли сама модель вибрана вірно.

Класичні марківські ланцюги, навпаки, не є робастними до збурень матриці переходів, що можна продемонструвати на наступному прикладі. Розглянемо ймовірнісний марківський ланцюг з незначно збуреною перехідною матрицею
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Очевидно, що якщо 
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Проте, виявляється, що якщо 
[image: image200.wmf]e

 досить невелике, але величина строго більше нуля, то 
[image: image201.wmf](

)

(

)

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

¥

®

D

*

5

.

0

5

.

0

5

.

0

5

.

0

lim

e

e

t

t

P

P

.

Таким чином, очевидно, що будь-яка довільно мала величина помилки в перехідній матриці може привести до неправильних розрахунків довгострокових характеристик системи. Цього не відбудеться, якщо ми розглянемо нечітку модель. Щоб продемонструвати це, розглянемо нечіткий марківський ланцюг з матрицею переходів (4). Знову обчислимо ступені перехідної матриці за допомогою відповідних 
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В даному прикладі гранична матриця також співпадає з початковою перехідною матрицею.

Отже, 


[image: image206.wmf](

)

(

)

0

1

0

0

1

1

1

*

*

=

ú

û

ù

ê

ë

é

®

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

=

P

P

e

e

e

e

e

 при  
[image: image207.wmf]0

®

e

.

Останнє означає, що невеликі помилки в перехідній матриці слабо впливають на граничну матрицю.

Таким чином, наведена методика дозволяє використовувати усю наявну інформацію при моделюванні виробничих процесів за схемами ланцюгів Маркова із врахуванням невизначеності у характеристиках досліджуваних процесів. Механізм отримання нечітких рішень для задач дослідження динаміки станів виробничих систем може бути апробований на прикладі процесів переходу робочих місць у різні стани.

Результатом подальших досліджень даної проблеми, зокрема, повинно стати визначення достатніх теоретичних умов для ергодичності нечітких марківських ланцюгів, а також, найкращого способу обчислення граничної нечіткої матриці в загальному випадку, що зробить можливим вироблення узагальненого підходу до моделювання динаміки станів виробничих систем із урахуванням присутньої невизначеності нечіткої природи.
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THE PRODUCTION SYSTEMS STATE DYNAMICS MODELING BY THE FUZZY MARKOV CHAINS BASED ON THE FUZZY RELATIONS CONCEPTION

AND THEIR COMPOSITIONS

K. Gorbatyuk

Khmelnitsky National University

29016, Khmelnytsky Str. Institutskaya 11

The article considered Markov chains built on the concept of fuzzy relations and their compositions in relation to their use in studying of the production systems or their parts state dynamics. It’s proposed to represent the uncertainty in transitory characteristics of dynamic processes that occur in production systems by using fuzzy relations and their compositions. The concept of «fuzzy Markov chain» has been entered and the properties of fuzzy Markov chains have been investigated. It’s illustrated in article, that the basic properties of classical Markov chains can be generalized to fuzzy Markov chains based on fuzzy relations conception.

Key words: norm-setting, the production systems state dynamics modeling, fuzzy Markov chain, fuzzy transition matrix, fuzzy relations.

МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ СОСТОЯНИЙ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ СИСТЕМ ПО СХЕМАМ НЕЧЕТКИХ МАРКОВСКИХ ЦЕПЕЙ, ОСНОВАНЫХ НА КОНЦЕПЦИИ НЕЧЕТКИХ ОТНОШЕНИЙ И ИХ КОМПОЗИЦИЙ

К. Горбатюк

Хмельницкий национальный университет

29016, г. Хмельницкий, ул. Институтская, 11

В статье рассматриваются марковские цепи, построенные на концепции нечетких отношений и их композиций, относительно их использования в исследовании динамики состояний производственных систем или их частей. Предложено представлять неопределенность в переходных характеристиках динамических процессов, протекающих в производственных системах, с помощью нечетких отношений и их композиций. Введено понятие «нечеткой марковской цепи» и исследуются ее свойства. Показано на примерах, что основные свойства классических марковских цепей можно обобщить на нечеткие марковские цепи, построенные на основе нечетких отношений.

Ключевые слова: нормирование труда, моделирование динамики состояний производственных систем, нечеткая марковская цепь, нечеткая матрица перехода, нечеткие отношения.
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