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ВСТУП 

 

Погіршення екологічної ситуації в містах та високий рівень смертності від 

PM 2.5 показали, що системи моніторингу не повинні покладатися лише на дорогі 

стаціонарні станції, оскільки низьковартісні сенсори мають значні похибки через 

вологість та дрейф параметрів, що робить їхні дані часто непридатними без 

складного калібрування. 

Пошук методів виявлення надслабких сигналів за останні роки набув 

особливої актуальності через необхідність підвищення завадостійкості обладнання, 

де теорія детермінованого хаосу та експоненціальна чутливість осциляторів до 

малих збурень відкривають неймовірний потенціал для екологічної безпеки міст. 

Актуальність теми. Актуальність роботи обумовлена зростанням попиту на 

інтелектуальні системи, де ефективність виявлення часток підвищується завдяки 

використанню модифікованих осциляторів Дуффінга та методів Edge-обробки, а 

оскільки імітаційне моделювання за допомогою числових методів надає 

розробникові розширений арсенал інструментів для оптимізації нелінійної 

динаміки, створення такої моделі для автоматизованого детектування пилу на 

основі хаотичних систем є актуальною задачею. 

Мета роботи: розроблення методу автоматизованого виявлення 

дрібнодисперсного пилу в повітрі із застосуванням хаотичних систем. Для 

досягнення мети роботи необхідно виконати завдання:  

- виконати огляд відомих методів та засобів виявлення дрібнодисперсного 

пилу в повітрі; 

- проаналізувати модель процесу виявлення дрібнодисперсного пилу в 

повітрі на основі теорії хаосу; 

- розробити метод виявлення дрібнодисперсного пилу в повітрі на основі 

модифікованих систем Дуффінга; 

- створити архітектуру системи для виявлення дрібнодисперсного пилу в 

повітрі із застосуванням хаотичних детекторів. 
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Об’єкт дослідження: процес автоматизованого виявлення дрібнодисперсного 

пилу у повітрі. 

Предмет дослідження: методи і алгоритми автоматизованого виявлення 

дрібнодисперсного пилу в повітрі із застосуванням хаотичних систем. 

Методи дослідження: методи математичного аналізу, методи теорії 

нелінійної динаміки, теорії автоматичного керування, теорії хаосу, теорії 

виявлення сигналів, методи виявлення пилу в повітрі. 

Наукова новизна отриманих результатів: 

- виконано аналіз моделі процесу виявлення дрібнодисперсного пилу в 

повітрі, що на відміну від відомих результатів враховує хаотичні процеси передачі 

слабких сигналів; 

- розроблено метод виявлення дрібнодисперсного пилу в повітрі на основі 

модифікованих систем Дуффінга, який на відміну від відомих методів 

використовує властивості високої чутливості хаотичних систем до слабких 

впливів.; 

- побудовано архітектуру системи для виявлення дрібнодисперсного пилу в 

повітрі із застосуванням хаотичних детекторів, яка на відміну від відомих 

забезпечує узгодження даних про наявність пилу в повітрі від різних хаотичних 

систем. 

Публікації: Kramar I., Fedula M., Savenko O., Koretska L., Lysyi M. A Chaos-

Based Method for Automated Detection of Fine Dust Particles in Air. Intelligent Data 

Acquisition and Advanced Computing Systems: Technology and Applications 2025. P. 

39-44. 
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1 ОГЛЯД ВІДОМИХ МЕТОДІВ ТА ЗАСОБІВ ВИЯВЛЕННЯ 

ДРІБНОДИСПЕРСНОГО ПИЛУ В ПОВІТРІ 

1.1 Сучасні методи моніторингу якості повітря та їх роль у зниженні ризиків, 

пов’язаних із дрібнодисперсним пилом 

 

На сьогоднішній день пил, а особливо дрібнодисперсний пил РМ 2.5 

залишається одним із ключових факторів, який спричиняє негативний вплив на 

здоров’я людини [1]. Згідно з даними на 2019 рік він спричинив понад 4 млн 

смертей та 118,2 млн DALY (дані про смертність та роки життя, скориговані за 

інвалідністю). Основними причинами є ішемічна хвороба серця, ХОЗЛ (хронічне 

обструктивне захворювання та захворювання легень), інсульт [2]. Захворюваність 

сильно залежить від регіону та соціально-економічного розвитку, що вказує на 

потребу активних заходів та політик для зниження рівня РМ 2.5 та покращення 

якості повітря в цілому [3].  

Забруднення повітря є не лише екологічною, а й великою економічною 

проблемою. Згідно звіту Світового Банку головна стаття економічних втрат є 

витрати на охорону здоров’я, які постійно зростають через вплив 

дрібнодисперсного пилу на здоров’я населення [4]. Для того щоб обґрунтувати 

вигідність інвестицій використовують оцінку функції «вартість-користь». Така 

оцінка базується на аналізі індексів якості повітря та індексом. Вона дозволяє 

зрозуміти, що набагато вигідніше запобігти забрудненню повітря, чим витрачати 

кошти на природоохоронні заходи. Таким чином, стає очевидним, що сучасний 

моніторинг якості повітря є не просто інструментом контролю, а ключовою 

основою для обґрунтування того, що запобігати забрудненню економічно 

вигідніше, ніж ліквідовувати його наслідки [5]. 

У містах РМ 2.5 з'являється в основному через транспорт та промисловість, 

що ми часто бачимо як смог. Ситуація стає значно гіршою під час температурних 

інверсій, коли повітря не рухається і бруд накопичується біля землі. Тому для 

точнішого аналізу якості повітря потрібно об'єднувати дані з усіх джерел: наземних 

станцій, супутників та комп'ютерних моделей [6]. 
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Для прикладу, на рисунку 1.1 зображена динаміка забруднення повітря у 

місті Хмельницькому протягом 1 року. 

 

 

Рисунок 1.1 – Динаміка забруднення пилом повітря у Хмельницькому 

 з 31 серпня 2024 до 31 серпня 2025 

 

На рисунку 1.1 видно виражену сезонність забруднення повітря з 31 серпня 

2024 до 31 серпня 2025, де найвищі показники забрудненості спостерігаються у 

зимові місяці, а літній період характеризується переважно безпечними 

показниками. 

Сучасний моніторинг поєднує точні наземні станції з низьковартісними 

сенсорами та супутниковими даними для досягнення максимального покриття. 

Ключову роль у цьому відіграють методи машинного навчання/ШІ (ML/AI), які 

інтегрують усі ці різнорідні дані, допомагаючи скорегувати похибки та створювати 

точні прогнози якості повітря [7]. Також сучасні системи моніторингу якості 

повітря все більше базуються на глибокій інтеграції ІоТ-сенсорів, які 

використовують хмарну інфраструктуру для збору великих обсягів даних. 
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Безумовно дуже важливим є застосування штучного інтелекту для калібрування 

цих сенсорів, обробки даних, виявлення аномалій у реальному часі. Це допомагає 

контролювати якість повітря у містах [8]. 

Використання та розвиток низьковартісних сенсорів для моніторингу якості 

повітря дозволяє істотно збільшити площу просторового покриття моніторингових 

мереж. Це дозволяє отримувати більше даних, а отже зменшувати похибку при їх 

опрацювання [9]. Завдяки ним можна більш детально оцінювати локальні ризики, 

хоч їх точність є нижчою, якщо порівнювати їх з еталонними станціями. Також 

складним викликом залишається калібрування сенсорів, так як їх показники 

схильні до похибки в залежності від вологості, температури та старіння, через що 

вони потребують постійної корекції та перекалібрування [10]. 

Регуляторні підходи до оцінки впливу забруднення повітря на здоров'я 

ґрунтуються на систематичному вивченні зв'язку між зменшенням викидів та 

покращенням стану здоров'я населення. Вони використовують законодавчі акти, як 

експерименти, для того, щоб перевірити на скільки зниження концентрації 

забруднюючих речовин (у цьому випадку дрібнодисперсного пилу РМ 2.5 впливає 

на захворюваність населення та призводить до передчасної смерті [11]. 

Офіційний моніторинг в основному здійснюється за допомогою складних та 

дорогих стаціонарних приладів, які виступають еталонними інструментами. В свою 

чергу низьковартісні сенсори покликані збільшити площу просторового покриття, 

а не давати дуже точні дані. Через це вони потребують постійного калібрування за 

еталонними приладами [12]. 

Опорні станції відіграють важливу роль у вимірюваннях, а саме забезпечують 

стандартизовані та точні результати. Ці результати стають основою для 

калібрування всіх нових та низьковартісних систем моніторингу, які схильні до 

похибок через зовнішні фактори. Під’єднання некаліброваних сенсорів загрожує 

збереженням неточних даних. Отже з цього можна зробити висновок, що співпраця 

цих двох систем критично необхідна для покращення  площі покриття моніторингу 

без шкоди для надійності даних [13]. 
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1.2 Класифікації автоматизованих систем моніторингу якості повітря за 

різними критеріями 

 

Сучасні супутникові системи забезпечують унікальну глобальну площу 

покриття, що дозволяє виявляти точки сильного забруднення та відстежувати 

довгострокові тренди в тих місцях, де наземні станції знаходитись не можуть. Такі 

дані стають важливою основою для оцінки впливу на здоров’я та стають 

доповненням до наземних мереж [14, 15]. 

Регіональні наземні системи моніторингу системи являються одним із самих 

розповсюджених варіантів збору даних про забруднене повітря. Але вони мають 

декілька недоліків, а саме обмежена площа покриття та дорого вартісне 

обладнання. У будь якому разі вони виконують критично важливу роль у 

калібруванні та валідації даних [16]. Міські системи моніторингу з великою 

площею охоплення мають високу роздільну здатність, яка реалізується через 

розгортання щільних мереж недорогих сенсорів. Такі системи використовуються 

для довгострокового відслідковування якості повітря та метеорологічних даних, що 

дозволяє не тільки відстежувати загальну якість повітря, а й знаходити локальні 

точки забруднення [17, 18]. 

Локальні системи моніторингу активно розвиваються через застосування 

недорогих сенсорів, що значно підвищує доступність моніторингу якості повітря у 

приміщеннях, забудованих територіях, складських приміщеннях тощо. Це дозволяє 

проводити моніторинг як великим компаніям у офісах чи підприємствам у 

приміщеннях так і звичайному населенню у своїх квартирах чи будинках [19, 20]. 

Стаціонарні опорні (еталонні) автоматизовані станції традиційно 

використовуються для надійного та точного вимірювання концентрації 

забруднюючих речовин у повітрі завдяки високоточним сенсорам. Такі станції є 

ключовою ланкою сенсорно-орієнтованих алгоритмів моніторингу, забезпечуючи 

високу точність даних для прогнозування якості повітря. Однак, вони мають 

недоліки, такі як нерухомість та висока вартість обладнання, що обмежує їх 
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географічне покриття, створюючи прогалини в даних на значній відстані від самих 

станцій [21]. 

Низьковартісні сенсори та їх мережі, що складаються з недорогих сенсорних 

вузлів з мікроконтролерами та бездротовим зв'язком, є доступним та гнучким 

рішенням для розширення просторового моніторингу якості повітря. Хоча вони 

дозволяють отримувати високощільні дані в реальному часі для відстеження 

трендів забруднення, низька надійність та дрейф сенсорів вимагають 

обов'язкового, ресурсоємного калібрування на місці, щоб їхні дані були зіставні з 

даними опорних станцій [22, 23]. 

Хмарно-орієнтовані системи реального часу формуються за принципом 

«сенсор – шлюз – хмарний сервіс – аналітика – візуалізація». Сенсорні вузли 

збирають інформацію про якість повітря, через шлюз вона передається до хмарного 

середовища, де проводиться аналітика цих даних та їх зберігання, включно з 

машинним навчанням для майбутнього прогнозування. В результаті усіх цих дій 

користувачі отримують динамічні карти забруднення повітря, сповіщення про 

аномалії через додатки, тощо [24, 25]. 

Мобільні системи моніторингу, розгорнуті на транспортних засобах, 

велосипедах або як персональні носимі пристрої, використовують траєкторії руху 

для збору просторово-часових даних про якість повітря. Такий підхід дає змогу 

здійснювати динамічну оцінку забруднення у мікромасштабі виявляти локальні 

точки забруднення та проводити персональну оцінку впливу забруднюючих 

речовин на людину. Однак, вимірювання мобільних недорогих сенсорів часто 

мають значну похибку і нижчу надійність порівняно з статичними станціями [26, 

27]. 

Використання дронів з недорогими сенсорами є трендом, що розвивається в 

атмосферній науці для тривимірного профілювання ключових забруднюючих 

речовин на висотах до кількох сотень метрів. Оскільки традиційні наземні мережі 

не можуть вимірювати у вертикальній проекції, дрони дозволяють збирати дані для 

вивчення динаміки забруднення поблизу джерел. Головними проблемами 
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залишаються вплив роторного потоку на вимірювання, необхідність стабілізації 

потоку сенсорів та обмежений час польоту [28]. 

Гібридні та супутникові системи є ключовим напрямком для створення 

точних карт забруднення на щоденній сітці, оскільки вони долають обмеження 

наземних станцій завдяки поєднанню даних. Такі системи використовують 

супутникові дані разом із наземними вимірюваннями та метеорологічними 

параметрами як вхідні дані для ML-моделей. Метою є реконструкція концентрацій 

забруднюючих речовин з високою просторово-часовою точністю, що підвищує 

якість прогнозування та оцінки впливу на здоров'я [29, 30, 31]. 

Регуляторні системи контролю якості повітря, як-от американський Clean Air 

Act, створюються для встановлення Національних стандартів якості повітря та 

забезпечення регулярного контролю за викидами основних забруднювачів. 

Впровадження цих заходів, що включають обмеження на викид PM, NOх та О3, 

значно сприяло зниженню показників смертності та спричинення хвороб у світі у 

період з 1990 по 2019 рік [32]. 

Системи для медичних досліджень базуються на гібридній інтеграції 

супутникових та наземних даних, що дозволяє створювати карти PM2.5 та NO2 для 

оцінки ризиків серцево-судинних і респіраторних захворювань. Майбутні 

спеціалізовані місії, як-от MAIA (Multi-Angle Imager for Aerosols), розроблені для 

клінічних досліджень, щоб визначити, які саме хімічні компоненти PM2.5 є 

найбільш токсичними для здоров'я [33]. 

Мережі, що поєднують сенсорні вузли для моніторингу забруднення повітря, 

транспортні системи та комунікацію V2X (Vehicle-to-Everything), є основою для 

інтелектуальних транспортних систем, що дозволяє в реальному часі здійснювати 

динамічне керування трафіком (наприклад, адаптуючи світлофори), щоб 

оптимізувати транспортні потоки та досягти зниження викидів забруднюючих 

речовин. Такі інтегровані системи можуть використовувати штучний інтелект для 

прогнозування заторів, що сприяє зменшенню затримок та покращує загальну 

якість повітря [34, 35]. 
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Промисловий моніторинг також є критично важливим для сучасних 

технологій, оскільки промислові процеси є значним джерелом викидів 

забруднюючих речовин. У сфері моніторингу промислового забруднення, 

особливо в складних умовах, таких як кар'єри (шахти), успішно використовується 

машинне навчання. Наприклад, для прогнозування концентрації PM2.5 у відкритій 

шахті (Haerwusu Mine) [36]. 

Системи для звичайних, соціальних та освітніх приміщень. IoT-мережі у 

соціальних та освітніх об’єктах (школах, університетах) використовують недорогі 

сенсори для моніторингу у режимі реального часу, забезпечуючи високощільне 

покриття. Такі системи дозволяють керувати вентиляцією для оцінки ризиків 

(наприклад, перевищення CO чи CO2 лімітів) та енергозбереження. Зібрані дані 

також застосовуються для інформування про здоров'я та підвищення обізнаності 

учнів та персоналу [37, 38]. 

Слід також зазначити важливість методів громадянського моніторингу із 

використанням недорогих сенсорів  значно розширює просторове покриття, 

дозволяючи окремим особам активно брати участь у виявленні точок сильного 

забруднення. Вказані ініціативи, підвищують обізнаність громадськості про вплив 

якості повітря на здоров'я, що стимулює зміни в поведінці населення [39]. 

Лінійні системи, що використовують традиційні DAQ-системи та стаціонарні 

опорні станції, застосовують фільтрацію, усереднення та порогову обробку для 

визначення рівня забруднення. Вони є "базовою точкою" та надають надійні дані з 

високою точністю, які згодом використовуються для порівняння та валідації 

результатів, отриманих за допомогою складних, хаотичних ML-алгоритмів та 

гібридних систем. Такі методи обмежуються простими статистичними підходами 

та не враховують просторової динаміки забруднення [40]. 

AI-орієнтовані системи прогнозування. ML/AI-орієнтовані системи є 

ключовими для прогнозування якості повітря (наприклад, використання Deep 

Learning для аналізу часових рядів) та реконструкції полів забруднення з високою 

просторовою роздільною здатністю. Вказані інтелектуальні технології, об'єднуючи 

дані з IoT-сенсорів та мульти-джерельного дистанційного зондування (зокрема, 
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супутникових даних), дозволяють створювати інтерпретовані просторові карти 

сезонних та локальних варіацій забруднюючих речовин (як-от озон), заповнюючи 

прогалини у моніторингу [41, 42]. 

Гібридні системи (Data Fusion/Assimilation) інтегрують дані з супутників 

(просторове покриття), наземних мереж (точність) та моделей для створення 

комплексних, високороздільних карт забруднення. Такі методи, як фільтрація 

Калмана та варіаційне узгодження, використовуються для мінімізації помилок і 

заповнення просторових/часових прогалин, що неможливо досягти одним типом 

даних [43, 44]. 

Кіберфізичні системи та адаптивний моніторинг є передовим напрямком, де 

AI/ML-прогнозування використовується для динамічного керування збором даних. 

Такі системи можуть автоматично змінювати маршрути БПЛА або частоту вибірки 

сенсорів, щоб ефективно досліджувати виявлені зони забруднення чи відстежувати 

їхні траєкторії. Адаптивна логіка робить моніторинг більш ресурсоефективним та 

забезпечує високу часову/просторову роздільну здатність саме там, де це 

найбільше необхідно [45]. 

 

1.3 Сучасні оптичні сенсори та високочутливі альтернативні неоптичні 

методи вимірювання 

 

Недорогі сенсори дрібнодисперсних частинок (PM-сенсори), такі як 

Plantower та Honeywell, працюють на основі оптичного розсіювання світла (Light 

Scattering), що дозволяє формувати високощільні мережі. Їхні основні обмеження 

включають дрейф точності, високу міжсенсорну мінливість та значну похибку 

вимірювання через вплив вологості, яка викликає хибне завищення маси частинок. 

Такий підхід вимагає складного калібрування для досягнення достовірних даних, 

особливо в умовах низьких концентрацій [46]. 

Оптичні лічильники частинок (OPC) є основою сучасних PM-сенсорів і 

працюють на принципі розсіювання світла. Кількість та інтенсивність розсіяного 

світла залежать від розміру частинок, а також їхньої природи/показника 
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заломлення, що дозволяє розпізнати типи аерозолів (наприклад, сажа, мінеральний 

пил). OPC активно використовуються в різних сферах, включаючи моніторинг 

чистих приміщень, вимірювання атмосферних викидів у навколишньому 

середовищі (зокрема, на дронах та повітряних кулях), а також у промисловості [47]. 

Зразкові вимірювальні технології, такі як наприклад BAM (бета-променевий 

монітор), TEOM (коливальні мікроваги) є регуляторними еталонними методами з 

високою точністю для вимірювання масової концентрації твердих частинок. 

Описані прилади формують "золотий стандарт" даних, який є критично необхідним 

для колокаційного калібрування та перевірки достовірності недорогих оптичних 

сенсорів (LCS). Без такого порівняння та корекції дані від LCS часто є ненадійними 

та непридатними для регуляторних цілей [48]. 

Компактні недорогі OPC оптимізуються за допомогою числового 

моделювання на основі теорії Мі-розсіювання, головна мета якого – знизити 

чутливість вимірювань PM2.5 до змін комплексного показника заломлення (CRI) 

частинок. Таким чином було визначено оптимальний кут детектора (θ = 48°), який 

забезпечує найкращу точність вимірювання розміру частинок у діапазоні 0.5 – 10 

µm, мінімізуючи помилки, спричинені невідомим складом аерозолів [49]. 

Нещодавно розроблені «palm-sized optical PM2.5 sensors» призначені для 

високороздільного моніторингу у міських умовах, здатні виявляти частинки 

діаметром до ≈ 0.3 µm та вимірювати концентрації до ≈ 600 µg/m3. Висока роздільна 

здатність досягається завдяки оптимізованій конструкції, яка мінімізує фоновий 

шум. Проте, ці сенсори схильні до переоцінки концентрації в умовах високої 

вологості (> 70%) через гігроскопічне зростання частинок [50]. 

Наукові дослідження чітко показують, що модулі PM від Plantower, 

Honeywell та інших виробників є чудовим інструментом для створення 

високощільних мереж моніторингу, оскільки вони якісно фіксують піки 

забруднення. Проте, такі сенсори мають значну міжсенсорну варіабельність і 

втрачають точність у чистому повітрі (PM2.5 < 20 µg/m3), тому для отримання 

надійних даних, порівнянних з еталонами, кожен модуль потребує індивідуального 

калібрування [51]. 
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Кварцові мікровагові (QCM) сенсори, інтегровані з електростатичним 

концентратором частинок, являють собою метод для точного вимірювання масової 

концентрації PM2.5. Сенсор QCM вимірює зміну маси частинок, що осідають на 

його поверхні, шляхом реєстрації відповідної зміни частоти коливань кварцового 

кристала. Електростатична концентрація дозволяє значно збільшити ефективність 

збору дрібних частинок у вимірювальній зоні, тим самим покращуючи чутливість 

та граничну межу виявлення пристрою [52]. 

Нова система, яку назвали qEPC-Snow, розроблена для того, щоб QCM-

сенсори могли працювати дуже довго без обслуговування, особливо в місцях, куди 

важко дістатися. Головна ідея полягає у вбудованому електростатичному 

концентраторі, який ефективно збирає частинки, та унікальному «сніжному» 

очищенні: якщо кристал перевантажується пилом, система автоматично "обдуває" 

його струменем сухого льоду (CO2-снігу). Очищення за таким методом прибирає 

99,9% частинок, не пошкоджуючи сенсор і не вимагаючи демонтажу, що дозволяє 

системі безперервно працювати місяць і довше [53]. 

Типова архітектура аналогового вхідного каскаду (AFE) для оптичних РМ-

сенсорів використовує принцип розсіювання світла. Структура системи включає 

джерело світла (наприклад, LED або лазер), яке опромінює частинки, фотодіод, що 

перетворює розсіяне світло на електричний струм, далі йде трансімпедансний 

підсилювач, за яким слідують фільтри та етапи підсилення, перед оцифровуванням 

за допомогою АЦП. Основні вимоги до AFE – це низький рівень шуму та висока 

точність для виявлення слабких сигналів, а також широкий динамічний діапазон і 

відповідна смуга пропускання для коректної обробки сигналів [54]. 

 

1.4 Алгоритми обробки сигналів та калібрування РМ-сенсорів 

 

Алгоритми відліку частинок в оптичних сенсорах базуються на пороговій 

обробці імпульсів напруги, де амплітуда кожного імпульсу корелює з розміром 

частинки. Після цього імпульси кластеризуються за амплітудою у певні size-біни 

(розмірні категорії), що дозволяє обчислити розподіл частинок за розмірами N(d). 
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Остаточним кроком є перетворення цього розподілу N(d) на масову концентрацію 

CPM2.5 за допомогою емпіричних або теоретичних співвідношень. Особливості 

фільтрації коротких сплесків та "спайків" критичні для підвищення надійності, 

оскільки такі шуми можуть призводити до помилкових підрахунків і неточностей 

у визначенні CPM2.5 [55]. 

Оптичні сенсори, при вимірюванні кількісної концентрації частинок, повинні 

використовувати алгоритми для перетворення її у масову концентрацію PM2.5. Це 

перетворення вимагає припущень щодо щільності, форми та показника заломлення 

аерозолів. Оскільки вказані параметри сильно залежать від джерела забруднення 

(наприклад, пил, сажа, дим), то у сенсорах використовуються вбудовані емпіричні 

коефіцієнти, які калібруються для типових аерозолів. Неправильний вибір цих 

коефіцієнтів або їхня невідповідність реальному складу повітря є основним 

джерелом похибки та впливає на чутливість вимірювань [56]. 

Адаптивна фільтрація, включаючи ковзаючі середні значення та 

експоненційне згладжування, застосовується до часових рядів низьковартісних 

РМ-сенсорів для зменшення шумів і коливань, які особливо помітні при низьких 

концентраціях. Збільшення вікна згладжування (наприклад, перехід до годинних 

або добових середніх) підвищує точність вимірювань, але вимагає деякого 

компромісу, погіршуючи при цьому час відгуку сенсора на швидкі зміни в 

концентрації [51, 55]. 

Калібрування РМ-сенсорів є необхідним для забезпечення точності, причому 

лабораторне калібрування в контрольованих умовах часто не підходить для 

польових вимірювань. Польове або гібридне калібрування, яке використовує 

математичні моделі та машинне навчання, необхідне, оскільки на точність сенсорів 

сильно впливають зовнішні фактори: висока вологість, температура та зміни в типі 

аерозолю (джерелі забруднення) [57]. Польове калібрування є важливим етапом 

для адаптації моделей PM-сенсорів до реальних умов експлуатації. Протоколи 

калібрування передбачають спільне розміщення недорогих сенсорів поруч із 

зразковими станціями (FEM/FRM) протягом певного періоду. Хоча для 

сертифікованих інструментів часто вимагається мінімум 40 пар 24-годинних точок 
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даних (або двотижневий період спільного розміщення), сучасні дослідження 

показують, що навіть кількох днів польових даних може бути достатньо для 

створення початкової моделі калібрування. Часові інтервали співставлення можуть 

варіюватися від 20-хвилинних до щоденних усереднень, при цьому часто нелінійні 

регресійні моделі (або машинне навчання) перевершують прості лінійні, краще 

враховуючи вплив температури та вологості [58]. 

Статичні нелінійні калібрувальні моделі, такі як поліноми, сплайни (spline) 

та узагальнені лінійні моделі (GLM), значно перевершують прості лінійні моделі 

при калібруванні недорогих PM-сенсорів. Це пояснюється тим, що взаємозв'язок 

між показаннями сенсора, концентрацією PM та факторами навколишнього 

середовища (вологість, температура) є за своєю природою нелінійним, особливо 

при високих концентраціях. Хоча лінійна регресія є найпростішою, нелінійні 

підходи краще усувають зміщення, забезпечуючи більш високу точність, особливо 

при низьких концентраціях, де точність лінійних моделей часто знижується [59]. 

Динамічне калібрування є необхідним для боротьби з довготривалим дрейфом і 

мінливістю, викликаною зміною умов навколишнього середовища. Дослідження 

пропонують адаптивний trust-based framework, який спочатку коригує 

систематичні офсети та скейли. Потім цей підхід динамічно оцінює надійність 

кожного сенсора на основі таких індикаторів, як точність, стабільність та 

узгодженість із консенсусом мережі. Залежно від цього "рівня довіри", система 

адаптивно вибирає складність моделі калібрування, що дозволяє зменшити 

залежність від частих повторних калібрувань та підвищує точність для менш 

надійних пристроїв [60]. 

Калібрування недорогих PM-сенсорів у Smart-City мережах, що живляться 

від сонячної енергії та використовують LoRaWAN, вимагає застосування 

передових методів, таких як машинне навчання, для забезпечення високої точності 

(R2 до 0.99). Такий підхід дозволяє створювати надійні, енергоефективні гібридні 

мережі, які покращують просторове покриття. При цьому протокол LoRaWAN, 

оптимізований для низького енергоспоживання та широкого покриття, вимагає від 

алгоритмів згладжування стійкості до можливих мережевих обмежень, таких як 
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затримки та втрати пакетів [61]. Слід зазначити, що калібрування низьковартісних 

РМ-сенсорів вимагає обов'язкового включення метеорологічних факторів та 

сезонних варіацій у структуру моделі. Таке калібрування є необхідним, оскільки на 

точність вимірювань суттєво впливають такі змінні, як відносна вологість та 

температура. Зокрема, висока вологість може призводити до переоцінки 

концентрації PM2.5 через гігроскопічне поглинання води частинками. Для 

ефективного врахування сезонних ефектів, які впливають на розподіл і склад 

частинок, до моделі додають такі фактори, як висота меридіанального Сонця, що 

разом з температурою та вологістю дає найкращі результати калібрування [62]. 

Рекалібрування та старіння сенсорів є критичною проблемою, оскільки 

періодичне повторне калібрування необхідне для гарантування якості даних 

протягом тривалого терміну експлуатації. Головні причини погіршення точності 

оптичних PM-сенсорів включають забруднення оптичної камери (накопичення 

пилу на лінзах і дзеркалах) та деградацію лазера (наприклад, через УФ-втому або 

лазерно-індуковане забруднення, LIC), що призводить до систематичної похибки 

вимірювань. Деякі дослідження показують, що для забезпечення кількісної 

достовірності необхідна регулярна внутрішньосезонна рекалібрація, а щомісячне 

рекалібрування може бути найбільш оптимальним підходом для довгострокових 

вимірювань [63]. 

Слід зазначити, що калібрування сенсорів PM для моніторингу якості повітря 

у внутрішніх приміщеннях (офіси, кампуси) є особливо складним через чутливість 

пристроїв до низьких концентрацій, типових для зон «чистого повітря». Чутливість 

недорогих сенсорів залежить від того, чи є концентрація PM низькою чи високою, 

що вимагає розробки сегментованих або нелінійних моделей для коректної роботи 

в усьому діапазоні. Хоча прямі дані про придушення повторного підйому пилу або 

особливості потоків у приміщенні рідко включаються в моделі, відомо, що 

калібрування має бути специфічним для кожного середовища (на вулиці чи в 

приміщенні). Загалом, калібрування indoor-сенсорів покращує точність, але 

вимагає врахування впливу зовнішніх факторів, таких як вологість та 

співвідношення зовнішніх PM10/PM2.5 [64]. 
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Калібрування LoRaWAN-сенсорних вузлів у Smart-City мережах, які часто 

живляться сонячною енергією, досягається завдяки польовому калібруванню з 

зразковими приладами, створюючи гібридну мережу. Для обчислення 

використовується алгоритм Super Learner (ансамблева машина навчання), який 

оптимально поєднує кілька моделей для досягнення надійності та високої точності 

вимірювань PM2.5 (R2 до 0.99). Слід зазначити, що метод є стійким до мінливості 

даних та шуму навколишнього середовища, що дозволяє досягати високої точності 

в умовах мінливих кліматичних умов, оскільки модель використовує такі вхідні 

дані, як температура, тиск і вологість. Модель Super Learner є масштабованим 

рішенням для моніторингу повітря, що має вирішальне значення для розгортання в 

Smart-City ініціативах [61]. 

В процесі вимірювання показників вмісту пилу в повітрі чутливість оптичних 

РМ-сенсорів залежить від мікрофізичних властивостей аерозолів (наприклад, диму, 

пилу чи солей), що вимагає різних алгоритмів корекції, оскільки розсіювання світла 

нелінійно залежить від цих характеристик. Зокрема, висока вологість змушує 

гігроскопічні частинки збільшуватися в розмірах, що призводить до систематичної 

похибки, яку необхідно коригувати спеціальними моделями. Тому для 

забезпечення точності потрібне використання складних нелінійних моделей 

машинного навчання, здатних адаптуватися до мінливих типів аерозолів та 

атмосферних умов [57]. 

Алгоритм Plantower CF_1, який використовується в моніторах PurpleAir, 

систематично переоцінює PM2.5 на 60-70% та має високу межу виявлення, що 

призводить до втрати значної частини даних при низьких концентраціях. 

Натомість, альтернативний алгоритм pm2.5 alt є значно точнішим, забезпечує 

узгодженість між двома сенсорами до 99% і знижує межу виявлення майже 

вдесятеро. Завдяки цим перевагам, калібрування PurpleAir із застосуванням pm2.5 

alt є набагато кращим для точного моніторингу якості повітря, особливо всередині 

приміщень [65]. Вбудовані алгоритми обробки в indoor-сенсорах, часто реалізовані 

через легкі моделі машинного навчання, є критичними для забезпечення низької 

латентності (менше 130 мс) та стабільної точності для застосувань у реальному 
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часі. Вони виконують попереднє очищення даних, проте загальна надійність 

вимірювань вимагає подальшої пост-обробки даних користувачем за допомогою 

складніших ML/DL-моделей. Це необхідно, оскільки навіть найточніші сенсори все 

ще вразливі до дрейфу та впливу навколишнього середовища, що обмежує їхню 

точність без постійного зовнішнього калібрування [66]. 

При порівнянні класичних ML-методів для калібрування сенсорів якості 

повітря, складніші ансамблеві моделі, такі як Gradient Boosting та Random Forest, 

зазвичай демонструють значно кращу точність, ніж прості лінійні регресії, оскільки 

ефективніше моделюють нелінійні залежності. Вирішальне значення для 

підвищення надійності калібрування має включення в модель атмосферних 

параметрів, зокрема відносної вологості та температури, бо ці чинники 

безпосередньо впливають на показання недорогих сенсорів. Крім того, варто 

пам'ятати, що для отримання стійкого результату критично важливий достатній 

розмір навчальної вибірки [67]. Гібридні архітектури глибинного навчання, 

зокрема поєднання Convolutional Neural Networks (CNN) та Long Short-Term 

Memory (LSTM), демонструють значно вищу ефективність у корекції 

нелінійностей PM2.5-сенсорів та точній оцінці масової концентрації, успішно 

моделюючи складні часові та просторові залежності. Завдяки інтеграції 

метеорологічних даних, таких як температура і вологість, ці моделі ефективно 

нівелюють вплив навколишнього середовища, що дозволяє досягти високої 

точності і робить їх кращим інструментом, ніж класичні ML-методи [68]. 

Динамічний, заснований на довірі (trust-based) фреймворк для калібрування 

сенсорів PM2.5 є значним кроком вперед, оскільки використовує механізми 

онлайн-навчання для постійного оновлення параметрів моделі. Цей підхід 

виділяється завдяки динамічному обчисленню "оцінки довіри" для кожного 

сенсора, яка інтегрує такі критерії, як точність, стабільність і узгодженість із 

консенсусом мережі, що фактично забезпечує автоматичний контроль надійності. 

Таке адаптивне калібрування дозволяє знизити залежність від великих навчальних 

вибірок та досягти кращого результату порівняно з традиційними ML-методами, 

особливо для сенсорів із низькою початковою якістю [60]. 
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1.5 Огляд хаотичних систем та їх використання 

 

Фундаментальна ідея "хаотичної системи як сенсора" ґрунтується на 

концепції надзвичайної чутливості до початкових умов (SDIC), яка в хаотичних 

системах слугує механізмом для виявлення мізерно малих змін у навколишньому 

середовищі. Здатність до експоненціального розходження траєкторій вимірюється 

найбільшим показником Ляпунова, який прямо пов'язаний із роздільною здатністю, 

або "чутливістю", такої системи. Саме цей зв'язок між показниками Ляпунова, а 

також фрактальною розмірністю атрактора, і дозволяє концептуально розглядати 

хаотичні системи як фізичний механізм сенсорики, де вихідний сигнал є 

експоненціально посиленою реакцією на вхідний [69]. 

Основні типи нелінійних і хаотичних динамічних систем, як-от осцилятори 

Дуффінга, або системи Чуа й Рьосслера, використовуються у сенсориці як 

"надчутливі органи". Їхні сенсорні режими ґрунтуються на фазових переходах між 

стабільним станом (періодичні коливання) та хаосом: при критичних параметрах 

навіть найслабший зовнішній сигнал, який є об'єктом вимірювання, здатний 

змістити систему в інший режим, що є основою для детектування. Завдяки цій 

особливості, хаотичні сенсори можуть виявляти надзвичайно слабкі сигнали, 

значно перевершуючи традиційні методи [70, 71]. Таким чином, незважаючи на те, 

що хаотичні системи демонструють непередбачувану поведінку внаслідок 

чутливості до початкових умов, саме ця властивість може бути використана для 

покращення точності вимірювань у сенсорах. Нелінійна динаміка хаосу, що 

характеризується "розтягуванням" фазового простору, дозволяє перетворити 

мікроскопічні зміни вхідного сигналу на макроскопічні та легко вимірні зміни 

вихідного сигналу. Аналітичні моделі демонструють, що наявність позитивного 

показника Ляпунова є ознакою високої чутливості, що дозволяє досягати 

надзвичайно високої роздільної здатності, яка недоступна для лінійних систем [72]. 

Класичний підхід використовує осцилятор Дуффінга, вводячи його у 

критичний стан на межі переходу від хаосу до періодичних коливань, де чутливість 

до слабких сигналів максимальна. Коли в систему, яка перебуває у хаотичному 
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режимі, подається слабкий періодичний сигнал, це призводить до якісного стрибка 

– система переходить у передбачуваний періодичний атрактор, що й слугує 

індикатором наявності сигналу. Ця технологія, заснована на хаотичних 

властивостях осцилятора, дає змогу ефективно виявляти надзвичайно слабкі 

сигнали, навіть якщо вони поховані у сильному шумі [73]. 

Оцінювання параметрів слабкого сигналу за допомогою осцилятора 

Дуффінга виходить за межі простого детектування, використовуючи кількісний 

аналіз фазових переходів для визначення амплітуди, частоти та фази сигналу. 

Сучасні підходи часто відходять від хаотичного режиму на користь стабільних 

(стаціонарних) атракторів, де слабкий сигнал викликає контрольовані, але значні 

зсуви, що забезпечує більшу точність. Ключовим для підвищення точності є аналіз 

"часу перебування" (або довжини ламінарної фази) системи в певних областях 

фазового простору, оскільки його розподіл безпосередньо корелює з параметрами 

вхідного сигналу [74]. 

Комбіновані хаотичні системи, як-от осцилятор Дуффінга-Ван-дер-Поля, 

використовуються для розширення можливостей детектування слабких сигналів та 

підвищення стійкості до шуму. Принцип їхньої роботи базується на тому ж 

переході від хаосу до періодичних коливань під впливом слабкого сигналу, але 

завдяки ускладненій нелінійній структурі вони можуть мати кращі статистичні 

характеристики, ніж класичний осцилятор Дуффінга. Це дозволяє не тільки 

детектувати, але й точніше оцінювати параметри сигналу, при цьому деякі 

модифікації, наприклад, з використанням синхронізації, навіть здатні виявляти 

сигнали з SNR до -68 дБ [75]. Об'єднання методів хаотичного детектування з 

класичною теорією тестування гіпотез є ключовим для переходу від якісної 

індикації до надійної кількісної статистики виявлення слабких сигналів. Такий 

підхід дозволяє перетворити динамічні характеристики хаотичних осциляторів, 

наприклад, найбільший показник Ляпунова, на статистичний критерій, який, у 

свою чергу, використовується для аналізу ймовірностей хибної тривоги та 

пропуску. У результаті це дає можливість розробити інженерно-застосовні моделі, 
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які здатні не тільки виявляти сигнал, але й оцінювати його параметри навіть при 

дуже низькому співвідношенні сигнал/шум [76]. 

Сенсори на основі нелінійних динамічних систем (таких як система Чуа, 

Дуффінга, Рьосслера та інші) надають широкі можливості для різних застосувань, 

включаючи індуктивні, провідникові та оптичні давачі. Вимірювана фізична 

величина у цих хаотичних системах кодується в таких ознаках, як час перебування 

у певних областях, геометричні характеристики атракторів, показники Ляпунова та 

спайкові часові інтервали, що дозволяє досягти високої чутливості та 

багатопараметричного детектування [77]. 

Концепція біоміметичних хаотичних сенсорів передбачає створення 

пристроїв, які імітують надзвичайну чутливість біологічних рецепторів за 

допомогою нелінійних динамічних систем. Центральним елементом такої схеми 

може бути, наприклад, електродна система в розчині, яка стає частиною 

нелінійного кола (як-от осцилятор Дуффінга чи Рьосслера); зміна провідності 

середовища безпосередньо впливає на динаміку системи. Таким чином, параметр 

навколишнього середовища кодується у зміні режиму хаотичних коливань – типі 

атрактора, періодичності чи топології, що дозволяє досягти високої чутливості до 

малих змін [78]. 

Концепція використання хаотичного осцилятора як інструменту пост-

обробки для резонансних MEMS-сенсорів є надзвичайно ефективною для 

виявлення слабких вібрацій у середовищі сильного шуму. Система налаштовується 

на критичний режим, де навіть мінімальні зміни, викликані слабким сигналом 

(наприклад, зміна амплітуди/частоти резонансної балки), викликають різкий 

перехід зі стану хаосу до періодичних коливань. При цьому максимальний 

показник Ляпунова використовується як надійний аналітичний критерій для 

точного визначення цього критичного порогу та моніторингу самого переходу, що 

значно підвищує чутливість і точність порівняно з традиційними методами [79]. 

Навіть невелика зміна опору або ємності сенсорного елемента, інтегрованого 

у хаотичне електронне коло, може викликати складні зміни в динамічному режимі 

системи. Наприклад, введення фоторезистора в контур осцилятора Чуа дозволяє 
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управляти його хаотичною поведінкою і викликати швидкий перехід режиму при 

зміні освітленості. Таким чином, замість прямого вимірювання, параметр 

середовища (світло, солоність, індуктивність) кодується у зміні топології атрактора 

або в інших хаотичних ознаках, які потім аналізуються для високочутливого 

детектування [80]. 

Створення хаотичного імпедансного сенсора на основі з'єднаних осциляторів 

Ван-дер-Поля та Дуффінга зі згасанням є інноваційним підходом, який 

використовує виняткову чутливість динамічних систем до змін параметрів. 

Принцип роботи полягає у вимірюванні змін імпедансу (опору/ємності) через 

аналіз зміни періодів сигналу або його перехідного режиму (наприклад, від хаосу 

до періодичних коливань), що дозволяє досягти високої чутливості [81]. Концепція 

хаотичних сенсорів провідності/солоності ґрунтується на використанні простих 

електронних схем (часто з операційними підсилювачами), до яких підключена 

вимірювальна комірка з електродами, зануреними у розчин. Зміна провідності 

(наприклад, концентрація солей) діє як керуючий параметр, викликаючи помітні 

зміни динаміки системи, тобто атрактор хаотичних коливань слугує унікальним 

"відбитком" концентрації розчину. Такий підхід має високу чутливість і потенційно 

може бути розширений для моніторингу інших іонів та забруднювачів у воді [82]. 

Побудова недорогих хаотичних сенсорів, зокрема за підходами Теодореску, 

досягається за допомогою простих аналогових схем з операційними 

підсилювачами та інтеграцією вимірювальних елементів (як-от друковані 

електроди) безпосередньо в нелінійний контур. Їхня висока роздільна здатність є 

наслідком експоненціальної чутливості хаотичної динаміки до мінімальних змін 

вимірюваного параметра, що використовується як сенсорний принцип. Однак, для 

практичного застосування критично важливим є вирішення проблем обмежень, 

включаючи вплив дрейфу компонентів, температурної нестабільності та зовнішніх 

перешкод на точність роботи сенсора [83]. 

Нелінійний аналіз часових рядів концентрацій PM₂.₅ та PM₁₀ за допомогою 

таких інструментів, як реконструкція фазового простору, рекурентні діаграми та 

оцінка фрактальних розмірностей, дає нам змогу впевнено заявити: динаміка 
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дрібнодисперсного пилу має чітко виражений хаотичний характер. Зокрема, 

обчислення позитивного максимального показника Ляпунова підтверджує 

чутливість атмосферних концентрацій до початкових умов, що є прямою ознакою 

детермінованого хаосу, а не випадкового шуму. Іншими словами, попри зовнішню 

"хаотичність", цими процесами керують нелінійні, але передбачувані закони, хоча 

й лише на короткий проміжок часу [84]. 

Застосування теорії хаосу до прогнозування концентрацій PM₂.₅ у міських 

умовах є потужною альтернативою традиційним статистичним підходам, оскільки 

вона визнає й використовує хаотичну природу забруднення. Завдяки реконструкції 

фазового простору часового ряду можна визначити приховані закономірності 

динаміки, що дозволяє будувати коротко- та середньострокові прогнози з високою 

надійністю. Дослідження показують, що хаос-орієнтовані моделі можуть 

забезпечувати високу точність (наприклад, похибка кореня середньоквадратичного 

значення становить 3-6 мкг/м³ на горизонті до 24 годин), часто перевершуючи 

класичні статистичні моделі [85]. Динаміка дрібнодисперсного пилу (PM₂.₅) – це не 

просто хаос і не чиста випадковість; вона являє собою складний "коктейль", де 

співіснують як хаотичні (передбачувані) закономірності, так і стохастичні 

(випадкові) чинники. Саме тому для створення дійсно надійних прогностичних 

моделей і систем оцінки ризиків, які працюють у реальних умовах, науковцям 

доводиться об'єднувати ці два підходи в гібридні моделі. Такий інтегрований аналіз 

дозволяє нам краще зрозуміти, як і коли будуть відбуватися пікові викиди, що 

критично важливо для розробки ефективних систем моніторингу [86]. 

Сучасний стан прогнозування PM₂.₅ – це справжня арена для гібридних 

моделей, оскільки традиційні методи, як-от ARIMA, часто не справляються з 

нелінійністю та високою волатильністю атмосферних часових рядів. Враховуючи, 

що динаміка PM₂.₅ має хаотичний характер, дослідники все частіше звертаються до 

передових нелінійних і глибинних моделей (SVM, Deep Learning як-от Bi-LSTM), 

які здатні виявляти приховані закономірності. Саме комбіновані підходи, що 

ефективно розділяють лінійні та нелінійні компоненти часового ряду, є найбільш 

перспективними і забезпечують найвищу точність у прогнозах [87]. 
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Просторово-часове моделювання PM₂.₅ за допомогою графових нейромереж 

(GAT) та LSTM/TCN є прямим наслідком складної, хаотичної структури 

атмосферних процесів. Ці гібридні моделі використовують GAT для ефективного 

захоплення динамічних просторових залежностей між вузлами розподіленої 

сенсорної мережі, тоді як LSTM або TCN обробляють довготривалі часові 

причинно-наслідкові зв'язки у нелінійному часовому ряді. Такий підхід значно 

підвищує точність прогнозу, забезпечуючи надійну основу для систем раннього 

попередження про забруднення, що є критичним для екологічної безпеки. 

 

1.6 Висновки до першого розділу 

 

Проведений огляд літератури та аналіз існуючих технологій моніторингу 

якості повітря дозволив встановити, що ключовою проблемою сучасної екологічної 

інженерії є низька точність недорогих оптичних сенсорів в умовах реального 

середовища. Досліджено, що традиційні методи вимірювання масової концентрації 

частинок 2.5PM  стикаються із суттєвими похибками через вплив вологості, 

температури та нестабільності повітряного потоку, що вимагає постійного 

дороговартісного калібрування за еталонними приладами. Обґрунтовано, що 

класичні алгоритми цифрової фільтрації, такі як ковзаюче середнє або 

низькочастотні фільтри, не здатні забезпечити необхідну завадостійкість при 

виявленні наднизьких концентрацій пилу, оскільки корисний сигнал часто 

маскується інтенсивним адитивним шумом. У результаті аналізу альтернативних 

підходів встановлено, що використання нелінійної динаміки та теорії 

детермінованого хаосу відкриває нові можливості для створення надчутливих 

детекторів. Зокрема, властивість експоненціальної чутливості хаотичних 

осциляторів до малих збурень дозволяє розглядати їх як ефективний інструмент 

для виявлення слабких інформаційних сигналів, що є теоретичним підґрунтям для 

розробки нових методів моніторингу атмосфери. 
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2 АНАЛІЗ МОДЕЛІ ПРОЦЕСУ ВИЯВЛЕННЯ ДРІБНО-

ДИСПЕРСНОГО ПИЛУ В ПОВІТРІ НА ОСНОВІ ТЕОРІЇ ХАОСУ 

2.1  Фізична модель лазерного сенсора  

 

За основу візьмемо недорогий високочутливий лазерний сенсор пилу моделі 

Plantower PMS7003. Це цифровий сенсор, який вимірює часточки пилу типу РМ1.0, 

РМ2.5, РМ10 у діапазоні від 0.3 m  до 10 m , має в собі UART-інтерфейс. Масово 

продається та має ціну близько 15-25 USD. 

Основною змінною в цій моделі є миттєва масова концентрація 

дрібнодисперсного пилу, яку ми позначимо як ( )t . Ця концентрація вимірюється 

у точці забору повітря, наприклад для РМ2.5 і має розмірність 3[ / ]g m . У більш 

загальному випадку вона може бути подана як вектор ( )t , що охоплює різні 

фракції 
1 2

( ) ( ( ), ( ), , ( ))
K

t t t t   =  , де ( )
k
t , де ( )

k
t  це концентрація частинок в k-

му діапазоні розмірів [88]. 

Вхідними сигналами для цієї моделі є сама концентрація ( )t  та поле 

швидкостей повітря ( ) u t , що показує швидкість потоку крізь камеру сенсора. У 

процесі перетворення сигналу виділяються проміжні сигнали, які включають 

інтенсивність розсіяного світла ( )
s
I t , фотострум ( )

ph
i t , напругу на виході 

аналогової частини ( )
o
u t , дискретний цифровий сигнал y[n] після АЦП , а також 

оцінену концентрацію ˆ( )t  після цифрової обробки. Основна мета моделі полягає 

у побудові послідовності перетворень: ˆ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )
s ph o

t I t i t u t y n t → → → → → . 

Основою фізичної моделі є розгляд розподілу за діаметром p . Величина 

( ), f p t  є щільністю числа частинок за діаметром. Концентрація ( )k
t  у певному 

розмірному інтервалі від pmin до pmax описується формулою:  

 

 
max

min
( ) ( , )

k

k

p

k p
t f p t dp =   (2.1) 
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Залежність концентрації ( )
k
t  від розподілу за розмірами ( , )f p t  описується 

формулою (2.1). Особливістю перетворення (2.1) є операція інтегрування, яка 

дозволяє обчислити сумарну концентрацію частинок, розміри яких знаходяться в 

інтервалі 
min max

[ , ]p p . 

Припускаємо, що інтенсивність розсіяного світла пропорційна кількості 

частинок у зоні опромінення. Це кількісно відображено на формулі: 

 

 
max

min

( ) ( ) ( , )
p

s sp
I t p f p t dp=   (2.2) 

 

Залежність між інтенсивністю розсіяного світла ( )
s
I t  та розподілом частинок 

( , )f p t  описується формулою (2.2). Особливістю перетворення (2.2) є інтегрування 

добутку розподілу частинок ( , )f p t  та ефективного перерізу розсіяння ( )
s
p . 

Величина ( )
s
p  являє собою ефективний переріз розсіяння для діаметра p , який 

може бути визначений за допомогою функції Мі або спрощеної степеневої 

залежності. Для аналітичного аналізу складна залежність (2.2) спрощується до: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )*( ( ) ( )) ( )* ( )
s s o f a s d sh a op
I t k t u t R h t R k t i t h t t


     − + + +  (2.3) 

 

Коефіцієнт k

 в формулі (2.3) є ефективним коефіцієнтом перетворення 

“концентрація →  інтенсивність”, що включає потік повітря, геометрію камери та 

оптичну чутливість. 

Далі відбувається потрапляння світла на чутливий елемент, який в свою чергу 

формує електричний сигнал. На виході фотодіода фотострум буде описуватись за 

допомогою лінійної моделі: 

 

 ( ) ( ) ( )
ph s d sh
i t R I t i t


= + +  (2.4) 
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Особливістю перетворення (2.4) є врахування фоточутливості R

, темнового 

струму 
d
i  та шуму ( )

sh
t . Нижче показана модель шуму, як гаусівського процесу, 

яка використовується для його аналізу: 

 

 
,c

( ) ~ (0, )
sh sh sh ph
t L L i   (2.5) 

 

Після цього, підставляючи (2.3) в (2.4) ми отримуємо прямий зв’язок: 

 

 ( ) ( ) ( )
ph s d sh
i t R k t i t


  + +  (2.6) 

 

Особливістю перетворення (2.6) є врахування чутливості фотодіода R

 та 

коефіцієнта розсіяння 
s
k , що разом із темновим струмом 

d
i  та адитивним дробовим 

шумом ( )
sh
t  формують повний електричний відгук сенсора. 

Отриманий від фотодіода струм ( )
ph
i t  подається на вхід трансімпедансного 

підсилювача для перетворення у напругу. Вихідна напруга підсилювача описується 

виразом: 

 

 ( ) ( ) ( )
TIA f ph op
u t R i t t= − +  (2.7) 

 

Особливістю перетворення (2.7) є використання резистора зворотного зв'язку 

f
R  для масштабування сигналу, а також врахування адитивного шуму 

операційного підсилювача ( )
op
t , що виникає в процесі посилення. 

Для очищення сигналу від високочастотних завад і обмеження смуги частот 

використовується аналоговий фільтр, передавальна функція якого нехай буде 

позначатись як ( )
a

H s . Залежність між напругою на виході підсилювача та 

вихідною напругою фільтра в частотній області описується формулою: 
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 ( ) ( ) ( )
o a TIA
U s H s U s=  (2.8) 

 

Особливістю перетворення (2.8) є те, що воно визначає амплітудно-частотні 

характеристики тракту. Це дозволяє нам застосувати перетворення у часовій 

області: 

 ( ) ( )* ( )
o a TIA
u t h t u t=  (2.9) 

 

В (2.9) символ * виконує операцію згортки вхідного сигналу з імпульсною 

характеристикою фільтра ( )
a
h t . Узагальнена модель аналогового тракту, отримана 

шляхом підстановки виразів для фотоструму та напруги підсилювача у рівняння 

фільтрації, описується формулою: 

 

 ( ) ( )*( ( ) ( )) ( )* ( )
o f a s d sh a op
u t R h t R k t i t h t t


   − + + +  (2.10) 

 

Ця формула (2.10) є підстановкою формул (2.6) та (2.7) у формулу (2.9). 

Особливістю цього перетворення є комплексне відображення процесу формування 

сигналу, де корисна складова, пропорційна концентрації пилу ( )t , та внутрішні 

шуми сенсора піддаються одночасному масштабуванню резистором 
f
R  і часовому 

згладжуванню через згортку з імпульсною характеристикою ( )
a
h t . Формула (2.10) 

забезпечує умови для аналізу повного рівняння спостереження на вході АЦП, 

дозволяючи оцінити вплив кожного джерела завад на кінцевий аналоговий сигнал 

перед його дискретизацією. 

Процес перетворення аналогової напруги в цифрові дані через певні 

інтервали часу 
s
T  описується формулою: 

 

 [ ] ( ) [ ]
o s q

y n u nT e n= +  (2.11) 
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Особливістю цього етапу (2.11) є те, що ми фіксуємо значення сигналу в 

конкретні моменти, при цьому неминуче додається шум квантування [ ]
q
e n  через 

обмежену точність АЦП. Для опису похибок оцифрування ми припускаємо, що 

шум квантування [ ]
q
e n  розподілений рівномірно в межах кроку квантування   та 

описується такою формулою: 

 

 [ ] ~ , ,
2 2 2 b

FS

q N

U
e n

  
−  = 
 

  (2.12) 

 

Особливістю цього етапу (2.12) є розрахунок кроку   через повну шкалу 

напруги 
FS

U  та розрядність 
b
N , що дозволяє визначити математичну точність 

перетворення сигналу. Для лінійної моделі концентрації рівняння спостереження в 

дискретному вигляді буде виглядати ось так: 

 

 [ ] [ ] [ ]y n K n n = +  (2.13) 

 

Особливістю цієї моделі є коефіцієнт K , що об’єднує всі етапи підсилення 

(оптичне, електричне та цифрове), а також змінна [ ]n , яка вбирає в себе 

абсолютно всі шуми системи. 

Цифровий фільтр використовується для очищення сигналу від залишків 

шумів та згладжування випадкових стрибків значень. Формула цього FIR-фільтру 

буде: 

 
1

0

[ ] [ ] [ ]
M

k

J n h k y n k
−

=

= −  (2.14) 

 

Щоб отримати стабільніший результат для подальшої обробки в цій формулі 

(2.14) використовується зважена суми попередніх відліків [ ]y n k−  із коефіцієнтами 

[ ]h k . Програмний аналог низькочастотного фільтра, що дозволяє згладжувати різкі 
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коливання сигналу з мінімальними обчислювальними витратами буде працювати 

за такою формулою: 

 

 [ ] [ ] (1 ) [ 1], 0 1J n y n J n  = + − −    (2.15) 

 

У цьому рівнянні (2.15) новий відлік [ ]J n  формується як комбінація 

поточного вимірювання [ ]y n  та попереднього результату [ 1]J n − , де баланс між 

ними регулюється параметром  . Класичним способом подавлення випадкових 

шумів шляхом обчислення середнього арифметичного значення сигналу за певний 

проміжок часу є використання такої залежності: 

 

 
1

0

1
[ ] [ ]

L

k

y n y n k
L

−

=

= −  (2.16) 

 

Суть підходу (2.16) полягає в тому, що ми беремо останню групу з L  відліків 

і замінюємо їх одним усередненим числом, що дозволяє значно «вирівняти» графік 

концентрації. Таку систему фактично можна назвати фільтром низьких частот. 

Для визначення кількості частинок у кожному розмірному діапазоні 

використовується формула: 

 
3

ˆ ˆˆ[ ] [ ] [ ] [ ]
6

k

k k k k k k

s

p
N n J n n N n

V


  =   =    (2.17) 

 

Рівняння (2.17) дозволяє перевести оброблений цифровий сигнал [ ]
k
J n  у 

реальну кількість зареєстрованих імпульсів. Коефіцієнт калібрування 
k
  

підбирається індивідуально для кожного каналу, щоб врахувати особливості 

детектування частинок різного розміру. Щоб дізнатися масу частинок у каналі, ми 

використовуємо їхній геометричний об'єм та щільність: 
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3

ˆˆ [ ] [ ]
6

k

k k k

s

p
n N n

V


 =    (2.18) 

 

Вираз (2.18) описує перехід від простої кількості до масових одиниць. Тут ми 

враховуємо середній діаметр частинки 
k
p , її щільність 

k
  та об'єм повітря 

s
V , що 

пройшов крізь сенсор, фактично перетворюючи кількість «одиниць» у мікрограми 

на кубічний метр. Для отримання фінального показника, наприклад 
2.5

PM , 

виконується підсумовування за всіма відповідними каналами: 

 

 
2.5

2.5
ˆ ˆ[ ] [ ]

PM

PM k
k

n n 


= 


 (2.19) 

 

Формула (2.19) об'єднує результати за окремими групами розмірів, які 

потрапляють у діапазон до 2.5 мкм. Для розрахунку загальної похибки ми 

розглядаємо всі шумові компоненти як незалежні величини: 

 

 2 2 2 2 2

J sh op q flow
    = + + +  (2.20) 

 

Відношення (2.20) дозволяє обчислити повну потужність завад, що 

накопичуються від фотодіода до цифрового фільтра. Вона об'єднує дробовий шум, 

шуми підсилювача, помилки квантування АЦП та нестабільність повітряного 

потоку. Співвідношення сигнал/шум для конкретного рівня забруднення 
0

  

визначається наступним чином: 

 

 
2

2.5 0

0 2

ˆ

ˆ( | )
SNR( ) PM



 



=


 (2.21) 
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Рівняння (2.21) відображає якість корисного сигналу відносно рівня шумів 

при заданій концентрації пилу. Гранична чутливість приладу визначається через 

мінімально допустиме значення SNR: 

 

 
min req

SNR( ) SNR =  (2.22) 

 

Формула (2.22) допомагає встановити поріг 
min

 , нижче якого вимірювання 

стають недостовірними через переважання шумів. 

 

2.2  Методи калібрування та інверсне оцінювання концентрації 

 

Для корекції систематичних похибок за допомогою зразкового приладу 

використовується лінійна залежність: 

 

 
0 1 2.5

ˆ ˆ[ ] [ ] [ ]
ref PM
n a a n n  = + +  (2.23) 

 

Цей вираз (2.23) показує нам зв'язок між початковими даними сенсора та 

фактичною концентрацією пилу. Коефіцієнти 
0
a  та 

1
a  дозволяють усунути 

зміщення нуля та масштабувати результат, щоб він відповідав реальним 

лабораторним стандартам. Оскільки на лазерне розсіяння впливає стан повітря, до 

моделі додаються показники температури та вологості: 

 

 
0 1 2.5 2 3

ˆ ˆ[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
ref PM
n a a n a T n a RH n n  = + + + +  (2.24) 

 

Завдяки математичній моделі (2.24) ми мінімізуємо вплив зовнішнього 

середовища на точність вимірювань, що особливо важливо для компенсації ефекту 

гігроскопічного росту частинок, який часто призводить до завищення показників 

при високій вологості. Для пошуку оптимальних коефіцієнтів калібрування задача 

розв’язується в матричній формі: 
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 2

2
argmin | |X= −

a
a y a  (2.25) 

 

Рівняння (2.25) описує процес знаходження таких значень параметрів, при 

яких розбіжність між моделлю та експериментальними даними буде мінімальною. 

У випадках, коли сенсор демонструє складну поведінку при високих 

концентраціях, застосовується поліноміальна модель: 

 

 2

0 1 2.5 2 2.5
ˆ ˆ ˆ[ ] [ ] [ ] [ ]
ref PM PM
n b b n b n n   = + + +  (2.26) 

 

Залежність (2.26) дозволяє більш точно описати відгук системи в широкому 

діапазоні забруднення повітря. 

При накопиченні певної кількості вимірювань взаємозв'язок між входом і 

виходом системи записується так: 

 

 K= +y ν η (2.27) 

 

Вираз (2.27) дозволяє описати весь процес перетворення в матричному 

вигляді, де вектор y  містить наші вимірювання, а ν  – невідомі реальні значення 

концентрації. За умови, що матриця коефіцієнтів має повний ранг, найбільш 

ймовірне значення концентрації обчислюється через псевдоінверсію: 

 

  1( )T TK K K−=ν y  (2.28) 

 

Рівняння (2.28) дає нам оптимальну оцінку в сенсі мінімізації 

середньоквадратичної похибки. Коли вимірювання містять значні завади, для 

стабілізації розв’язку використовується метод регуляризації: 
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  1( )T TK K I K  −= +ν y  (2.29) 

 

Застосування підходу (2.29) дозволяє уникнути різких стрибків оцінки, що 

викликані шумом, шляхом введення параметру регуляризації  . 

Для оцінки стабільності системи до змін умов розсіювання використовується 

розрахунок чутливості за коефіцієнтом 
s
k : 

 

 2.5 2.5
ˆ ˆ
PM PM

s s

y

k y k

   
= 

  
 (2.30) 

 

Математичний вираз (2.30) дозволяє кількісно визначити, наскільки сильно 

зміниться підсумковий результат при невеликих коливаннях оптичних 

властивостей частинок або забрудненні лінз. Оцінка впливу точності електронних 

компонентів на похибку вимірювання проводиться через аналіз малих відхилень: 

 

 2.5

2.5

ˆ
ˆ PM

PM f

f

R
R





  


 (2.31) 

 

Завдяки співвідношенню (2.31) ми можемо оцінити внесок температурного 

дрейфу або допуску опору зворотного зв'язку 
f
R  у сумарну похибку приладу. 

Оскільки масова концентрація залежить від об'єму проби, ми враховуємо динаміку 

витрати повітря ( )Q t : 

 

 
0

0

( )
t t

s t
V Q t dt

+

=   (2.32) 

 

Рівняння (2.32) описує процес накопичення об'єму повітря 
s
V  за інтервал 

вимірювання, що безпосередньо впливає на точність обчислення концентрації. 
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Для формалізації процесу прийняття рішень ми вводимо дві альтернативні 

гіпотези щодо стану середовища: 

 

 
0 thr 1 thr
: ( ) , : ( )H t H t      (2.33) 

 

Цей підхід (2.33) дозволяє розділити стан повітря на два класи: «чисто» (
0

H

) та «забруднено» (
1
H ), де межею виступає заданий поріг концентрації 

thr
 . Щоб 

мінімізувати вплив випадкових викидів, рішення приймається на основі тестової 

статистики, яка обчислюється як середнє значення за вікном вимірювань: 

 

 
0

0

1

2.5

1
ˆ [ ]

n L

PM
n n

T n
L


+ −

=

=   (2.34) 

 
1

0

H

H

T   (2.35) 

 

Залежність (2.34) описує процес накопичення даних для підвищення 

достовірності результату, а правило (2.35) визначає логіку спрацювання детектора. 

Якщо отримана статистика T  перевищує поріг  , система підтверджує факт 

забруднення, що дозволяє відфільтрувати короткочасні завади, які не 

відображають реальну екологічну ситуацію. Для оцінки надійності роботи 

детектора використовуються імовірнісні характеристики помилок першого та 

другого роду: 

 

 
0 1

( | ), ( | )
FA M
P T H P T H =  =   (2.36) 

 

Вирази (2.36) показують нам ризики того, що система видасть помилковий 

сигнал про забруднення (
FA
P ) або не помітить реальну небезпеку (

M
P ). Розрахунок 

цих параметрів за нормального наближення дає змогу точно налаштувати поріг   
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так, щоб прилад працював максимально коректно в конкретних умовах 

експлуатації. 

 

2.3  Динамічна система детектора на базі осцилятора Дуффінга 

 

Основна ідея полягає у використанні фазового переходу системи для 

індикації забруднення повітря. Вхідна концентрація пилу ( )t  перетворюється 

сенсором у сигнал ( )s t , який модулює гармонічну складову в нелінійному рівнянні. 

Детектування факту перевищення порогу 
thr

  відбувається за зміною стану 

системи: осцилятор переходить із хаотичного режиму в періодичний, що дозволяє 

ідентифікувати корисний сигнал навіть за умови інтенсивного неперіодичного 

шуму ( )d t . Поведінка системи без зовнішнього впливу пилу описується класичним 

диференційним рівнянням: 

 

 3( ) ( ) ( ) ( ) cos( )x t x t x t x t t   + − + =  (2.37) 

 

Рівняння (2.37) визначає динаміку осцилятора, де параметри згасання  , 

амплітуди   та частоти   підбираються так, щоб система знаходилася в 

критичному стані на межі хаосу. Це забезпечує максимальну чутливість до 

найменших зовнішніх збурень, які можуть змінити режим коливань. Для реалізації 

функції детектора загальна модель доповнюється складовими від сенсора та 

випадковими завадами: 

 

 
3( ) ( ) ( ) ( ) cos( ) ( )cos( ) ( )

p
x t x t x t x t t cs t t d t    + − + = + +  (2.38) 

 

У виразі (2.38) сигнал від сенсора ( )
p
s t  виступає як слабкий керуючий вплив, 

масштабований з коефіцієнтом c . Саме цей компонент змушує систему перейти в 

режим впорядкованих коливань, що є фізичним маркером виявлення пилу, тоді як 
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адитивний шум ( )d t  завдяки властивостям нелінійного резонансу має значно 

менший вплив на цей фазовий перехід. 

Для опису роботи первинного перетворювача (наприклад, PMS7003) 

використовується залежність вихідного сигналу від миттєвої концентрації 

частинок ( )t : 

 

 ( ) ( ) ( )
s

s t k t b t
 
 = + +  (2.39) 

 

Вираз (2.39) відображає формування напруги або цифрового коду, де 

враховується чутливість k

, постійне зміщення b


 та внутрішній шум ( )

s
t . З 

метою коректного введення сигналу в систему Дуффінга, ми переходимо до 

безрозмірного вигляду: 

 

 ( ) ( ( ) )
p
s t s t b


= −  (2.40) 

 

Після підстановки (2.39) в (2.40) отримуємо такий вираз: 

 

 ( ) ( ) ( )
p s
s t k t t


  = +  (2.41) 

 

За допомогою перетворення (2.40) та отриманого результату (2.41) ми 

масштабуємо сигнал так, щоб його амплітуда залишалася значно меншою за 

одиницю. Фінальна модель осцилятора враховує сумарний вплив опорної 

гармоніки та інформаційного сигналу від сенсора: 

 

 
3( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))cos( ) ( )

p
x t x t x t x t cs t t d t   + − + = + +  (2.42) 

 

 ( ) ( )
p

A t cs t= +  (2.43) 
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У рівнянні (2.42) ми бачимо, що сигнал від пилу фактично модулює 

амплітуду періодичних коливань. Поняття ефективної амплітуди (2.43) показує, що 

саме концентрація пилу стає тим вирішальним фактором, який змінює загальну 

енергію впливу ( )A t , переводячи систему з хаотичного режиму в періодичний при 

досягненні критичного рівня. 

Для опису динаміки осцилятора ми визначаємо вектор станів, де перша 

змінна відповідає зміщенню, а друга – швидкості руху системи: 

 

 
1 2
( ) ( ), ( ) ( )x t x t x t x t= =  (2.44) 

 

Визначення (2.44) є стандартним кроком у теорії керування, що дозволяє 

зобразити фізичний процес як рух точки у двовимірному фазовому просторі. 

Використовуючи введені змінні, ми перетворюємо вихідне рівняння (2.42) у 

систему двох взаємопов'язаних рівнянь першого порядку: 

 

 
1 2
( ) ( )x t x t


=  (2.45) 

 

 3

2 2 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos( ) ( )x t x t x t x t A t t d t 


= − + − + +  (2.46) 

 

Ця математична форма (2.45) – (2.46) наочно демонструє, як зміна величини 

2
( )x t  залежить від нелінійних властивостей системи, зовнішнього впливу ( )A t  та 

випадкового шуму ( )d t . Для компактності та подальшого теоретичного аналізу ми 

записуємо систему в загальному векторно-матричному вигляді: 

. 

 ( ) ( ( ), , ( )) ( )t t t t d t = +x f x g  (2.47) 

 

Запис (2.47) дозволяє розглядати детектор як динамічний об'єкт, стан якого 

залежить від концентрації пилу ( )t , що входить до складу нелінійної функції f . 
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Вектор g  показує, що зовнішній шум впливає безпосередньо на швидкість зміни 

режиму коливань системи. 

Для опису зовнішніх завад ми розглядаємо шум ( )d t  як випадковий процес із 

нульовим середнім значенням: 

 

 ( ) 0d t =  (2.48) 

 

 ( ) ( ) ( )
d

d t d t R + =  (2.49) 

 

Умови (2.48) та (2.49) визначають статистичну стабільність шуму, де функція 

кореляції 
d
R  описує, як швидко згасає зв’язок між значеннями перешкоди у часі. 

Однією з головних переваг такого методу є здатність хаотичної системи ігнорувати 

широкосмугові завади, не змінюючи свого глобального стану: 

 

 ( ) ( )min max
[ , ]ch chA A A   хаос ( )d t  (2.50) 

 

Відповідно до умови (2.50), якщо ефективна амплітуда A  перебуває в певних 

межах, динаміка залишається хаотичною навіть при дії шуму. На відміну від шуму, 

сигнал від пилу ( )
p
s t  діє на тій самій частоті, що й задаючий вплив, безпосередньо 

змінюючи рівень ( )A t . Зі зростанням концентрації пилу амплітуда (2.43) 

збільшується і виходить за межі хаотичної зони, що провокує перехід системи в 

режим стабільних періодичних коливань. 

Для аналізу поведінки детектора ми розглядаємо сумарну амплітуду впливу 

0
A , яка залежить від поточного рівня запиленості: 

 

 
0 0
A c k


  = +  (2.51) 
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У виразі (2.51) величина 
0
A  виступає як керуючий параметр, що визначає 

«робочу точку» системи. Ми підбираємо базову амплітуду   таким чином, щоб за 

відсутності пилу система перебувала у режимі хаотичних коливань: 

 

 (0) min max

0 bg
[ , ]

ch ch
A c k A A


  = +   (2.52) 

 

Згідно з умовою (2.52), при фоновій концентрації 
bg

  детектор залишається в 

хаотичному режимі, ігноруючи дрібні флуктуації. Момент переходу системи в 

режим стабільних коливань дозволяє нам точно розрахувати мінімальну 

детектовану концентрацію: 

 

 
thr cr

c k A


  + =  (2.53) 

 

 
thr

cr
A

c k







−
=  (2.54) 

 

Формула (2.53) визначає точку рівноваги, а отриманий результат (2.54) дає 

значення порогу 
thr

 , при якому спрацює сповіщення про забруднення. 

Для ідентифікації режиму роботи осцилятора ми можемо аналізувати 

амплітуду коливань, енергетичний спектр або статистичні показники динаміки. Ми 

фіксуємо стан системи через рівні інтервали часу, що відповідають періоду 

зовнішнього впливу: 

 

 ( ), ( )
k k k k
x x t x x t


= =  (2.55) 

 

Використання вибірки (2.55) дозволяє візуалізувати структуру руху: у 

хаотичному режимі точки утворюють складну фрактальну множину, тоді як при 

виявленні пилу вони зливаються в одну або кілька фіксованих точок. Для 
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кількісного визначення хаосу ми розраховуємо швидкість розбіжності траєкторій 

за час T : 

 

 
max

1 | ( ) |
ln

| (0) |

T

T


 
  

 

x

x
 (2.56) 

 

Значення виразу (2.56) слугує головним маркером: якщо 
max

0  , система 

перебуває в хаосі (пил не виявлено), а від'ємне значення свідчить про перехід до 

періодичних коливань. Кінцевий результат роботи приладу формується у вигляді 

бінарного індикатора на основі стану системи: 

 

 
0,    

1,   

D

D

=


=
 (2.57) 

 

Логіка (2.57) перетворює складну нелінійну динаміку на зрозумілий 

цифровий сигнал, де одиниця означає успішне виявлення частинок. 

 

2.4  Аналіз ефективності та чутливості детектора 

 

Для аналізу стійкості ми розділяємо зовнішній вплив на детерміновану 

частину 
det
F , що містить корисний сигнал, та випадкову перешкоду F


: 

 

 
det

( ) ( )cos( ) ( ) ( )F t A t t F t d t


= =  (2.58) 

 

Формула (2.58) дозволяє нам математично розмежувати вплив від пилового 

сенсора та побічних шумів середовища. Оскільки пиловий сигнал модулює 

амплітуду на тій самій частоті, що й основне періодичне коливання, він викликає 

систематичне зміщення ключового параметра A . На відміну від нього, випадковий 

шум ( )d t  не має строгої синхронності (когерентності) з фазою cos( )t , тому його 
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вплив на загальний режим системи є значно слабшим. При усередненні сигналу за 

один період ми розглядаємо дію детермінованої величини: 

 

 
0

0
det

1
( )cos( )

t T

t
F A t t dt

T


+

=   (2.59) 

 

 
0

0

0

det
cos( ) 0

t T

t

A
F t dt

T


+

 =  (2.60) 

 

Рівняння (2.59) показує процес накопичення енергії сигналу, а результат 

(2.60) підтверджує, що хоча середнє значення за період і дорівнює нулю, форма 

фазового простору все одно змінюється під впливом 
0
A . Для математичного опису 

надійності детектора ми розглядаємо шум як мале зовнішнє збурення: 

 

 
0

( ) ( , , ) ( )t t d t = +x f x g  (2.61) 

 

Вираз (2.61) демонструє стійкість системи: якщо основний режим (атрактор) 

є стабільним, то при невеликих значеннях шумів ( )d t  траєкторія руху не 

змінюється докорінно. 

Для роботи детектора ми виділяємо два стани, що залежать від рівня 

концентрації частинок. Згідно з гіпотезою 
0

H , якщо рівень пилу нижчий від 

порогу, то система залишається в хаотичній області, а за гіпотезою 
1
H  

перевищення порогу переводить систему в періодичний режим. Для 

автоматизованого розпізнавання режиму обчислюємо максимальний показник 

Ляпунова на визначеному інтервалі спостереження: 

 

 
max
ˆT


=  (2.62) 
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0

1

0
H

H

T

  (2.63) 

 

Формула (2.62) задає основну метрику, а правило (2.63) дозволяє швидко 

визначити результат: якщо значення додатне, то фіксуємо чисте повітря, а якщо 

воно стає меншим за нуль то спрацьовує сигнал про забруднення. Альтернативним 

методом є аналіз розкиду точок у фазовому просторі, для чого розраховується їхня 

дисперсія: 

 

 
2

1

1
| |

N

P k
k

T
N =

= − J J  (2.64) 

 

 
1

0

H

P P
H

T   (2.65) 

 

Рівняння (2.64) показує, як ми оцінюємо “близькість” точок у перерізі 

Пуанкаре, де для хаотичного режиму цей показник буде великим через розмитість 

атрактора. Критерій (2.65) надає можливість порівняння отриманого значення з 

порогом 
P

 , що дозволяє швидко виявити перехід до періодичного режиму, коли 

всі точки збираються у вузьких зонах, сигналізуючи про виявлення пилу. 

Ефективність роботи пристрою визначається за статистичними показниками 

помилок першого та другого роду: 

 

 
0

( | )
FA T
P T H=   (2.66) 

 

 
1

( | )
M T
P T H=   (2.67) 

 

Формули (2.66) та (2.67) дозволяють кількісно оцінити шанси на помилкове 

спрацювання детектора або пропуск реального забруднення. Вибір порогу 
T

  був 

необхідний, щоб зробити систему максимально чутливою але і не допустити 



48 

 

додаткових проблем через зовнішні шуми. Коли концентрація пилу наближається 

до критичного значення 
thr

 , система може демонструвати перехідні режими, де 

хаотичні та періодичні фази чергуються між собою що формально відповідає 

суміші розподілів статистики T . Для гарантованої точності ми визначаємо діапазон 

концентрацій, у якому прилад працює найбільш стабільно: 

 

 
min max

[ , ]   (2.68) 

 

Діапазон (2.68) обирається так, щоб параметр 
0
A  знаходився далеко від меж 

переходу, забезпечуючи швидку та однозначну зміну режиму «хаос/періодичні 

коливання». 

Для оцінки стабільності детектора ми досліджуємо, як зміна внутрішніх 

налаштувань впливає на момент спрацювання: 

 

 thr
1

c k




 


= −


 (2.69) 

 

 thr

2

ch p
A

c c k






→
−

= −


 (2.70) 

 

Розрахунки за формулами (2.69) та (2.70) показують, що поріг виявлення 

дуже чутливий до амплітуди   та коефіцієнта зв'язку c . При одночасній зміні 

кількох характеристик системи сумарне відхилення порогу оцінюється через 

повний диференціал: 

 

 thr thr thr

thr
c k

c k




  
 



  
   +  + 

  
 (2.71) 
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Застосування виразу (2.71) дає нам змогу спрогнозувати похибку 

детектування, що виникає через старіння компонентів або температурний дрейф 

електроніки. Зв'язок між апаратною частиною та математичною моделлю чітко 

простежується через обернену залежність: 

 

 
thr

1

k


   (2.72) 

Згідно із залежністю (2.72), підвищення чутливості лазерного сенсора k

 

пропорційно знижує поріг виявлення 
thr

 , дозволяючи системі Дуффінга фіксувати 

надмалі концентрації пилу. 

Процес обробки інформації в детекторі є послідовною трансформацією 

фізичної величини в динамічний стан системи, що розпочинається з концентрації 

( )t , яка через лінійну модель сенсора перетворюється на сигнал ( )s t , а після 

нормування та масштабування формує амплітуду ( )A t . Ключовим етапом є 

інтегрування цього впливу в динаміку осцилятора Дуффінга: 

 

 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos( ) ( )x t x t x t x t A t t d t  + − + = +  (2.73) 

 

Рівняння (2.73) описує основу детектора, де корисний сигнал і шум ( )d t  

визначають траєкторію руху в системі першого порядку. Кінцевим результатом 

обчислень є отримання статистики, такої як показник Ляпунова або дисперсія в 

перерізі Пуанкаре, що дозволяє об’єктивно оцінити режим роботи системи. На 

виході моделі ми отримуємо бінарне рішення, яке базується на розпізнаванні 

поточного режиму (хаос або періодичні коливання). Якщо індикатор набуває 

значення 1D = , це свідчить про перехід осцилятора в періодичний режим, що 

відповідає перевищенню концентрацією пилу встановленого порогу 
thr

 . Значення 

0D =  вказує на домінування хаотичної динаміки, що інтерпретується як безпечний 

рівень чистоти повітря. 
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2.5 Висновки до другого розділу 

 

У межах другого розділу було розроблено та детально описано комплексну 

математичну модель процесу детектування дрібнодисперсного пилу, яка інтегрує 

фізичні принципи лазерного розсіювання у внутрішню структуру нелінійного 

осцилятора Дуффінга. Побудований ланцюжок перетворень, від миттєвої 

концентрації частинок до формування ефективної амплітуди задаючого сигналу, 

дозволив формалізувати процес виявлення забруднень як задачу автоматичного 

розпізнавання поточного динамічного режиму системи. 

Математично доведено, що використання показника Ляпунова та аналіз 

дисперсії в перерізі Пуанкаре як ключових індикаторів стану дозволяє чітко 

ідентифікувати момент перевищення порогової концентрації пилу через фазову 

зміну хаотичного атрактора на періодичний граничний цикл. Проведений аналіз 

чутливості підтвердив унікальну завадостійкість запропонованого підходу до 

неперіодичних шумів, оскільки система реагує виключно на когерентне збурення 

на резонансній частоті. Це дає змогу суттєво знизити нижню межу виявлення 

твердих частинок порівняно з будь-якими лінійними методами обробки даних. 

Таким чином, розроблена модель може бути фундаментом для подальшої 

інженерної реалізації високоточних завадостійких систем моніторингу 

атмосферного повітря. 
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3 МЕТОД ВИЯВЛЕННЯ ДРІБНОДИСПЕРСНОГО ПИЛУ В ПОВІТРІ 

НА ОСНОВІ МОДИФІКОВАНИХ СИСТЕМ ДУФФІНГА 

3.1 Теоретичне обґрунтування та оптимізація нелінійної моделі 

осцилятора 

 

Для підвищення гнучкості моделі ми модифікуємо базове рівняння, вводячи 

узагальнений нелінійний компонент 
nl
( )f x : 

 

 
nl

( ) ( ) ( ( )) ( )cos( ) ( )x t x t f x t A t t d t  + + = +  (3.1) 

 

Рівняння (3.1) описує динаміку осцилятора, де функція 
nl
( )f x  показує 

довільну непарну поліноміальну нелінійність, що дозволяє моделювати ефекти 

зміни жорсткості системи. Ми розглядаємо структуру нелінійності у вигляді 

полінома, що містить лише непарні степені для збереження симетрії потенціалу: 

 

 3 5

nl 1 3 5
( ) m

m
f x x x x x   = − + + ++  (3.2) 

 

У виразі (3.2) параметр m  визначає максимальний степінь полінома, а 

коефіцієнти 
k
  задають внесок кожної складової зовнішнього впливу. 

Якщо нехтувати згасанням та шумом, динаміка системи визначається 

потенціалом ( )W x : 

 

 
nl
( )

dW
f x

dx
=  (3.3) 

 

Вираз (3.3) встановлює зв'язок між нелінійною силою та потенціальною 

функцією. Інтегруючи цю залежність, отримуємо узагальнений вигляд потенціалу: 
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2 4 6 11 3 5

nl
( ) ( )

2 4 6 1

mmW x f x dx x x x x
m

    += = − + + ++
+

  (3.4) 

 

Рівняння (3.4) описує енергетичний “ландшафт” осцилятора, де кожна 

складова впливає на загальну форму кривої. Для виникнення бістабільності 

необхідна наявність двох мінімальних точок, розділених бар’єром. Класичний 

потенціал, що має таку форму, записується як: 

 

 
4 2

( )
4 2

x x
W x = −  (3.5) 

 

Формула (3.5) описує базову конфігурацію з двома ямами. При додаванні 

членів вищих степенів стінки потенціалу стають крутішими, що збільшує локальну 

нелінійність і суттєво змінює чутливість системи до варіацій параметра A . 

Для зв'язку вимірюваної величини з динамікою осцилятора ми 

використовуємо амплітуду задаючого сигналу, що модулюється сигналом сенсора: 

 

 ( ) ( )
p

A t cs t= +  (3.6) 

 

У виразі (3.6) величина ( )
p
s t  прямо пропорційна концентрації пилу. При 

повільній зміні зовнішніх умов ми можемо використовувати квазістаціонарне 

наближення для визначення середнього рівня впливу: 

 

 
0 0
A ck


 = +  (3.7) 

 

Формула (3.7) описує робочу точку системи, яка зміщується залежно від 

поточної концентрації пилу 
0

 . Момент спрацювання детектора визначається 

досягненням критичного значення амплітуди, при якому відбувається зміна 

фазового стану системи: 
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thr

cr
A

k c







−
=  (3.8) 

 

Рівняння (3.8) дозволяє розрахувати поріг концентрації, необхідний для 

виходу з хаотичного режиму. Чутливість детектора до змін вмісту пилу в повітрі 

визначається як градієнт зміни критичного параметра: 

 

 
0

cr
A

L k c
 





= =


 (3.9) 

Залежність (3.9) вказує на те, що ефективність виявлення залежить не лише 

від характеристик сенсора, а й від форми нелінійності моделі, яку ми оптимізуємо 

шляхом підбору степенів полінома. 

Для порівняння ми використовуємо класичну модель з кубічним членом: 

 

 3

nl
( )f x x x= − +  (3.10) 

 

Вираз (85) описує добре вивчений хаотичний режим із чітко окресленими 

вікнами періодичності при зміні амплітуди A . Така базова нелінійність забезпечує 

регулярну структуру біфуркаційної діаграми та стабільну функцію порогу 

переходу, проте має лише помірну чутливість до слабких зовнішніх сигналів. З 

метою підвищення чутливості ми вводимо у рівняння додатковий квінтичний член: 

 

 3 5

nl
( )f x x x x= − + +  (3.11) 

 

Дана модифікація безпосередньо впливає на вигляд потенціальної функції 

системи: 
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2 4 6

( )
2 4 6

x x x
W x


= − + +  (3.12) 

 

Формули (3.11) та (3.12) демонструють зміну сили та потенціалу, де навіть 

при малих значеннях   стінки потенціальних ям стають значно крутішими. Це 

посилює нелінійний відгук системи при середніх амплітудах і робить перехід з 

хаосу в періодичний режим різкішим, що дозволяє детектору швидше реагувати на 

зміну концентрації пилу. Подальше збільшення степеня полінома веде до 

домінування нелінійності при великих відхиленнях траєкторії: 

 

 3 5 7

nl 5 7
( )f x x x x x = − + + + + (3.13) 

 

Рівняння (3.13) показує структуру сили, що робить систему надмірно 

жорсткою для обчислень. Хоча це теоретично підвищує чутливість, практична 

реалізація ускладнюється через високе навантаження на процесор та необхідність 

зменшення кроку інтегрування. Крім того, старші степені роблять поріг виявлення 

нестабільним, оскільки біфуркаційна діаграма набуває надто нерегулярного 

характеру. 

Для аналізу стабільності та чутливості системи біля мінімуму потенціалу при 

0
x x=  ми розкладаємо функцію нелінійної сили в ряд Тейлора: 

 

 2

nl nl 0 0 0

1
( ) ( ) nl( ) nl( )

2
f x f x f x w f x w  + + + (3.14) 

 

Вираз (3.14) описує поведінку системи при малих відхиленнях ( )w t . Оскільки 

в точці мінімуму сила дорівнює нулю, визначальним параметром стає лінійний 

компонент, який задає ефективну жорсткість: 

 

 
eff nl 0

( )k f x= . (3.15) 
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Формула (3.15) дозволяє оцінити крутизну потенціальної ями, що 

безпосередньо впливає на характер коливань осцилятора. У випадку кубічно-

квінтичної моделі похідна функції сили, що визначає жорсткість, має наступний 

вигляд: 

 

 2 4

nl
( ) 1 3 5f x x x = − + +  (3.16) 

 

Рівняння (3.16) показує, як додаткові степені змінюють градієнт сили 

залежно від координати. Відповідно, значення жорсткості в точці рівноваги 

розраховується за залежністю: 

 

 2 4

eff 0 0
1 3 5k x x= − + +  (3.17) 

 

З виразу (3.17) видно, що додавання квінтичного члена призводить до різкого 

зростання жорсткості. Це робить систему значно чутливішою до змін амплітуди     

A , оскільки форма коливань починає сильніше залежати від вхідного сигналу. При 

переході до ще вищих степенів швидкість зростання жорсткості стає критичною: 

 

 2 4 6

nl 5 7
( ) 1 3 5 7f x x x x  = − + + + + (3.18) 

 

Формула (3.18) підтверджує, що хоча теоретична чутливість зростає, 

практичне використання таких моделей обмежене через надмірну вразливість 

системи до числових похибок та обчислювальних завад. 

Для реалізації алгоритму необхідно виконувати обчислення вищих степенів 

зміної стану, що вимагає додаткових операцій множення: для 
3x  необхідно два 

множення, для 
5x  – ще два, а для 

7x  і вище кількість операцій зростає пропорційно. 

Хоча в математичному сенсі така складність є незначною, при використанні 

вбудованих мікроконтролерів це призводить до збільшення часу інтегрування, 
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обмеження частоти оновлення даних та зростання енергоспоживання пристрою. 

Високі степені нелінійності роблять праву частину диференційного рівняння дуже 

чутливою при великих амплітудах, що створює проблему числової жорсткості. Це 

вимагає застосування значно меншого кроку інтегрування h  для запобігання 

накопиченню помилок, що автоматично збільшує кількість ітерацій на одиницю 

часу при використанні схем Ейлера чи Рунге-Кутта. При використанні жорсткої 

нелінійності спостерігається нестабільність порогу виявлення 
thr

 , оскільки 

мінімальні зміни параметрів згасання або початкових умов викликають значний 

зсув критичного параметра 
cr
A . Така поведінка обумовлена тим, що біфуркаційна 

діаграма набуває «рваного» вигляду з великою кількістю вузьких хаотичних вікон, 

де перехід між режимами може відбуватися неодноразово на дуже малому інтервалі 

зміни параметра. 

Використання класичної кубічної моделі має ряд переваг, серед яких проста 

програмна реалізація, наявність добре вивчених умов виникнення хаосу та 

відносно гладка залежність порогової концентрації 
thr

  від параметрів системи. 

Основним недоліком такого підходу є недостатня чутливість детектора (низька 

крутість переходу між режимами), що може завадити реєстрації надзвичайно 

слабких сигналів від дрібнодисперсного пилу. Для досягнення балансу між 

точністю та обчислювальною складністю рекомендовано використовувати 

модифіковану функцію: 

 

 3 5

nl
( ) , 0 1f x x x x = − + +    (3.19) 

 

Рівняння (3.19) дозволяє помітно підвищити чутливість детектора за рахунок 

формування крутіших стінок потенціалу, при цьому обчислювальні витрати 

зростають несуттєво. Практична рекомендація полягає у виборі малого коефіцієнта 

  для забезпечення жорсткості системи: 

 

 0.01 0.1   (3.20) 
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Згідно з виразом (3.20), такий підхід дозволяє налаштувати систему так, щоб 

у режимі чистого повітря вона залишалася стабільно хаотичною, а при досягненні 

порогу концентрації надійно переходила в періодичний режим. Хоча теоретично 

вищі степені обіцяють ще більшу чутливість, вони є небажаними для практичного 

застосування через значне підвищення числової жорсткості системи. Це робить 

поріг 
thr

  надмірно чутливим до дрібних флуктуацій параметрів або шуму, що 

погіршує відтворюваність результатів між різними екземплярами пристроїв. Для 

серійних детекторів рекомендується обмежуватися квінтичною домішкою або 

використовувати базову комбінацію 3 5x x+ . 

 

3.2 Метод інтеграції сенсора пилу в хаотичну систему 

 

Суть запропонованого методу полягає у використанні серійного лазерного 

сенсора, який генерує вихідний сигнал ( )s t , функціонально пов’язаний із поточною 

концентрацією дрібнодисперсних частинок ( )t . Отриманий сигнал не 

використовується для прямого порогового порівняння, а натомість з дуже малою 

амплітудою модулює гармонічний вплив у рівнянні кубічно-квінтичного 

осцилятора Дуффінга. За низького рівня запиленості динамічна система перебуває 

в хаотичному стані, проте при досягненні концентрацією значення 
thr

  відбувається 

якісна зміна режиму коливань на періодичний. Таким чином, процедура виявлення 

зводиться до моніторингу типу динаміки системи, де зафіксований перехід «хаос – 

періодичний режим» виступає надійним індикатором перевищення встановленого 

екологічного порогу. 

Основним вхідним параметром для системи є миттєва масова концентрація 

дрібнодисперсних частинок у повітрі, яка позначається як ( )t  і вимірюється у 

мікрограмах на метр кубічний. Цей показник характеризує рівень забруднення 

середовища і є базовим аргументом для подальших перетворень у детекторі. Для 
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опису сигналу, що надходить від сенсора у вигляді напруги або цифрового коду, 

використовується лінійна модель з урахуванням апаратної завади: 

 

 ( ) ( ) ( )
s

s t k t b t
 
 = + +  (3.21) 

 

Рівняння (3.21) визначає вихідний сигнал через коефіцієнт чутливості k

 та 

постійне зміщення b


, додаючи при цьому компонент внутрішнього шуму 

вимірювання ( )
s
t . Для коректної взаємодії з нелінійним осцилятором необхідно 

забезпечити дуже малу амплітуду впливу, що досягається шляхом спеціального 

нормування: 

 

 ( ) ( ( ) )
p
s t s t b


= −  (3.22) 

 

Вираз (3.22) дозволяє усунути постійну складову та відмасштабувати сигнал 

за допомогою коефіцієнта  . Якщо підставити модель сенсора у вираз для 

нормування, отримаємо кінцеву залежність інформаційного сигналу від 

концентрації та шуму: 

 

 ( ) ( ) ( )
p s
s t k t t


  = +  (3.23) 

 

Формула (3.23) підтверджує, що нормований сигнал ( )
p
s t  залишається 

пропорційним вмісту пилу, зберігаючи при цьому рівень впливу на систему в 

межах, необхідних для стабільної роботи в хаотичному режимі. 

Для опису динаміки класичного осцилятора Дуффінга з кубічною 

нелінійністю використовується диференційне рівняння другого порядку: 

 

 3( ) ( ) ( ) ( ) cos( )x t x t x t x t t   + − + =  (3.24) 
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У виразі (3.24) параметри  ,   та   визначають згасання, амплітуду та 

частоту зовнішнього впливу відповідно. Для підвищення чутливості системи до 

зовнішніх впливів ми вводимо у рівняння додатковий квінтичний член: 

 

 3 5( ) ( ) ( ) ( ) ( ) cos( )x t x t x t x t x t t    + − + + =  (3.25) 

 

Рівняння (3.25) описує систему з більш крутими стінками потенціальних ям, 

що дозволяє значно посилити нелінійний відгук без критичної втрати стійкості 

робочого режиму. Інформаційний сигнал від сенсора пилу інтегрується в модель 

шляхом модуляції амплітуди гармонічного впливу та врахування адитивних завад: 

 

 3 5( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))cos( ) ( )
p

x t x t x t x t x t cs t t d t    + − + + = + +  (3.26) 

 

Формула (3.26) є ключовою моделлю детектора, де коефіцієнт c  масштабує 

вплив пилового сигналу ( )
p
s t , а компонент ( )d t  описує випадкові атмосферні та 

електронні шуми. Такий підхід дозволяє використовувати динамічний перехід 

системи як індикатор зміни концентрації частинок. Для аналізу динаміки зручно 

ввести поняття ефективної амплітуди задаючого сигналу, яка акумулює в собі 

вплив базового рівня та інформаційного сигналу: 

 

 ( ) ( )
p

A t cs t= +  (3.27) 

 

Використовуючи визначення (3.27), ми можемо переписати основне рівняння 

руху (3.26) у більш компактному вигляді: 

 

 3 5( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos( ) ( )x t x t x t x t x t A t t d t   + − + + = +  (3.28) 
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Вираз (3.28) наочно демонструє, що сигнал від сенсора пилу безпосередньо 

керує амплітудним параметром нелінійного осцилятора. Якщо підставити модель 

нормованого сигналу сенсора у вираз для амплітуди, отримаємо розгорнуту 

залежність керуючого параметра від фізичних величин: 

 

 ( ) ( ) ( )
s

A t c k t c t


   = + +  (3.29) 

 

Формула (3.29) пов'язує миттєве значення концентрації пилу та шумів із 

динамічним станом системи. Оскільки концентрація частинок зазвичай змінюється 

значно повільніше, ніж період власних коливань системи, ми використовуємо 

квазістаціонарне наближення для визначення середнього рівня амплітуди: 

 

 
0 0
A c k


  = +  (3.30) 

 

Рівняння (3.30) дозволяє розрахувати робочу точку осцилятора 
0
A , яка 

зміщується залежно від середньої концентрації пилу 
0

 , ініціюючи перехід системи 

з хаосу до періодичного режиму. 

Для стабільних внутрішніх характеристик системи, таких як згасання, 

частота та нелінійність, існує строго визначена межа стійкості режиму – критичне 

значення амплітуди 
cr
A , при досягненні якого фазова траєкторія осцилятора 

трансформується з хаотичного атрактора в граничний цикл періодичних коливань. 

Момент спрацювання детектора відповідає ситуації, коли сумарний вплив базового 

сигналу та концентрації пилу збігається з точкою біфуркації: 

 

 
0 cr
A A=  (3.31) 

 

Рівняння (3.31) встановлює фундаментальну умову детектування. 

Використовуючи раніше визначену залежність середньої амплітуди від 

концентрації, ми можемо записати баланс у точці переходу: 
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thr cr

c k A


  + =  (3.32) 

 

Шляхом алгебраїчних перетворень виразу (3.32) отримуємо кінцеву формулу 

для розрахунку порогової концентрації пилу: 

 

 
thr

cr
A

c k







−
=  (3.33) 

 

Згідно з результатом (3.33), поріг виявлення 
thr

  визначається як відношення 

надлишку критичного параметра над базовим зміщенням до сумарної чутливості 

вимірювального тракту. Це дозволяє гнучко налаштовувати чутливість пристрою, 

варіюючи параметри масштабування c  та  . 

Для проведення числового моделювання та аналізу стійкості необхідно 

звести диференційне рівняння другого порядку до системи еквівалентних рівнянь 

першого порядку. Ми вводимо змінні стану, де перша координата відповідає 

положенню, а друга – швидкості осцилятора: 

 

 
1 2
( ) ( ), ( ) ( )x t x t x t x t= =  (3.34) 

 

Вираз (3.34) дозволяє розділити складну динаміку на два взаємопов’язані 

потоки. Відповідно до цього, базова модель (3.28) трансформується у систему 

рівнянь: 

 

 
1 2
( ) ( )x t x t


=  (3.35) 

 

 3 5

2 2 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos( ) ( )x t x t x t x t x t A t t d t  


= − + − − + +  (3.36) 
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Рівняння (3.35) та (3.36) описують еволюцію фазових координат системи у 

часі з урахуванням усіх нелінійних членів та зовнішнього збурення. Для 

компактності та зручності використання матричних методів аналізу ми зображаємо 

систему у векторній формі: 

 

 ( ) ( ( ), , ( )) ( )t t t t d t = +x f x g  (3.37) 

 

У формулі (3.37) вектор стану ( )tx  об’єднує координату та швидкість, а 

вектор-функція f  задає детерміновану частину динаміки, що залежить від поточної 

концентрації пилу через параметр ( )A t . Матриця g  визначає спосіб входження 

шуму ( )d t  у систему, що дозволяє досліджувати вплив зовнішніх завад на 

стабільність траєкторії. 

 

3.3 Алгоритми розпізнавання режимів та критерії детектування 

 

Для аналізу динаміки ми фіксуємо стан системи через рівні проміжки часу, 

що відповідають періоду зовнішнього впливу: 

 

 
0

2
,

k
t t kT T




= + =  (3.38) 

 

У моменти (3.38) ми отримуємо дискретну послідовність точок фазового 

простору, які утворюють переріз Пуанкаре: 

 

 ( ), ( )
k k k k
x x t x x t = =  (3.39) 

 

Точки (3.39) дозволяють чітко розрізнити режими: хаотичний рух формує 

складний фрактальний атрактор, тоді як періодичний вироджується у скінченну 
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кількість точок. Для кількісної оцінки ми вводимо дисперсійну метрику, яка 

розраховує розсіювання точок відносно їхнього середнього значення: 

 

 
2

1

1
| |

N

P k
k

T
N =

= − J J  (3.40) 

 

Високе значення показника (3.40) свідчить про наявність хаосу, тоді як його 

різке падіння сигналізує про перехід до періодичних коливань під впливом пилу. 

Більш фундаментальним критерієм є швидкість розходження близьких траєкторій, 

що оцінюється через максимальний показник Ляпунова: 

 

 obs

max

obs

1 | ( ) |
ln

| (0) |

T

T


 
  

 

x

x
 (3.41) 

 

Згідно з виразом (3.41), додатне значення 
max
  однозначно ідентифікує 

хаотичний режим, тоді як від’ємне або нульове значення вказує на стабільні 

періодичні коливання. 

Процес детектування зводиться до перевірки двох статистичних гіпотез щодо 

поточного стану середовища. Гіпотеза 
0

H  відповідає безпечній концентрації пилу, 

при якій осцилятор зберігає хаотичну динаміку, тоді як альтернативна гіпотеза 
1
H  

свідчить про перевищення порогу 
thr

  та перехід системи до періодичних коливань. 

Для прийняття рішення використовується порівняння розрахованих індикаторів із 

заданими критичними значеннями. При використанні індикатора на основі 

перерізу Пуанкаре перевірка виконується за наступною умовою: 

 

 
0

1

H

P P
H

T   (3.42) 

 



64 

 

Вираз (3.42) дозволяє розрізнити режими за рівнем дисперсії точок у перерізі. 

Аналогічно, ідентифікація режиму коливань системи можлива через перевірку 

знаку оціненого показника Ляпунова: 

 

 
0

1

max
ˆ 0

H

H

T


=   (3.43) 

 

Формула (3.43) дає змогу виявити перехід у періодичний режим, враховуючи 

невеликий від'ємний поріг для компенсації обчислювальних похибок. Кінцевим 

результатом роботи алгоритму є формування бінарного сигналу D , який вказує на 

стан чистоти повітря: 

 

 
0,    

1,   

D

D

=


=
 (3.44) 

 

Вираз (3.44) описує логіку роботи індикатора, де нульове значення відповідає 

нормі, а одиничне – спрацюванню тривоги при виявленні забруднення. 

У моделі детектора шум ( )d t  є неперіодичним широкосмуговим процесом, 

що діє безпосередньо на праву частину диференційного рівняння. Оскільки 

хаотичний режим зумовлений власною детермінованою нелінійністю системи, а 

перехід керований параметром A , такий шум лише «розмиває» фазову траєкторію 

в околі атрактора, не змінюючи при цьому фундаментальний стан системи. Для 

забезпечення надійності виявлення робочі точки обираються так, щоб амплітуда 

шуму не могла спричинити хибний перехід між режимами. Якщо амплітуда ( )d t  

залишається малою, а середня амплітуда 
0
A  знаходиться всередині стійкої зони, то 

хаотичний атрактор і періодичний граничний цикл зберігають свою топологічну 

структуру. Це дозволяє тестовим статистикам, таким як дисперсійна метрика та 

показник Ляпунова, залишатися чітко розведеними для гіпотез 
0

H  та 
1
H , що 

робить систему робастною до атмосферних та електронних завад. 
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Використання модифікованого рівняння дозволяє значно посилити 

нелінійний відгук системи на зовнішній сигнал за рахунок квінтичного члена: 

 

 3 5 ( )cos( ) ( )x x x x x A t t d t   + − + + = +  (3.45) 

 

Рівняння (3.45) демонструє, що додавання компонента 5x+  збільшує 

нелінійність при середніх амплітудах, роблячи перехід між режимами більш 

різким. Формально таку чутливість за параметром можна подати як швидкість 

зміни режиму динаміки при варіації амплітуди: 

 

 
A

X
L

A


=


 (3.46) 

 

Вираз (3.46) підтверджує, що кубічно-квінтичний потенціал дозволяє системі 

швидше реагувати на зміну концентрації пилу, ніж класична модель. З погляду 

практичної реалізації, степінь 5 є оптимальним рішенням, оскільки обчислення 
3x  

та 
5x  вимагають лише кількох додаткових операцій множення. Це дозволяє 

уникнути критичної числової жорсткості, притаманної моделям зі степенями 
7x  

або 
9x , зберігаючи стабільність порогового значення 

thr
 . Таким чином, кубічно-

квінтична модель є хорошим компромісом між чутливістю детектора та 

обчислювальною потужністю мікроконтролера. 

 

3.4 Реалізація алгоритму виявлення пилу в реальному часі 

 

На першому етапі здійснюється періодичне зчитування даних із пилового 

сенсора ( )s t , з яких віднімається апаратне зміщення b


 для отримання чистого 

сигналу. Далі виконується нормування за формулою (3.23), що дозволяє 

розрахувати миттєве значення амплітуди ( )A t  згідно з виразом (3.29) для кожного 

кроку обчислень. Оновлений параметр ( )A t  підставляється в систему, що 
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описується виразами (3.35) – (3.36), та інтегрується методом Рунге-Кутта з 

урахуванням випадкового шуму ( )d t . У процесі розрахунку через кожен період 

зовнішнього впливу фіксуються точки перерізу Пуанкаре (3.39), які накопичуються 

в масиві для подальшого статистичного аналізу. На основі зібраних даних 

обчислюється дисперсійна метрика 
P
T  за формулою (3.40) або показник Ляпунова 

згідно з виразом (3.41). Отримане значення порівнюється з критичним порогом, 

після чого система видає бінарний результат D  за правилом (3.44), що сигналізує 

про стан забруднення повітря. Завершальним етапом є калібрування, де за 

залежністю (3.33) встановлюється точна відповідність між режимом коливань та 

фізичною концентрацією пилу. 

Фазові траєкторії розробленої моделі зображені на рисунку 3.1. 

.

 

а) б) 

Рисунок 3.1 – Фазовий портрет модифікованої системи Дуффінга: а) хаотичний 

режим; б) періодичний режим 

 

На рисунку 3.1 зображено порівняння динаміки модифікованої системи 

Дуффінга, де на графіку (а) зображено складний хаотичний атрактор із 

заплутаними траєкторіями, а на графіку (б) – перехід до регулярного періодичного 



67 

 

граничного циклу. Відповідні осцилограми сигналів модифікованої системи 

Дуффінга зображені у додатку А на рисунках А.1 та А.2. 

 

3.5 Висновки до третього розділу 

 

У третьому розділі було проведено комплексне обґрунтування методу 

детектування пилу на основі модифікованої системи Дуффінга з кубічно-

квінтичною нелінійністю. Ключова ідея підходу полягає у відмові від прямого 

аналізу амплітуди вихідного сигналу сенсора на користь моніторингу фазових 

переходів між хаотичним та періодичним режимами коливань. Завдяки 

впровадженню квінтичного члена у функцію нелінійного компоненту вдалося 

досягти хорошого балансу між чутливістю системи до слабких зовнішніх сигналів 

та її обчислювальною стабільністю на мікроконтролерних пристроях. 

Аналітична оцінка через параметр ефективної жорсткості підтвердила, що 

вищі степені нелінійності значно посилюють відгук системи на зміну концентрації 

частинок, проте вимагають жорсткого контролю числової похибки. Запропонована 

модель модуляції амплітуди задаючих коливань дозволяє трансформувати вхідний 

сигнал від недорогого лазерного сенсора у якісну ознаку динамічного стану, що 

робить детектор стійким до широкосмугових неперіодичних шумів. Кінцевий 

алгоритм, що базується на аналізі перерізів Пуанкаре та розрахунку показників 

Ляпунова, забезпечує надійне формування бінарного рішення про перевищення 

екологічного порогу в реальному часі. Таким чином, розроблений математичний 

апарат створює фундамент для побудови робастних систем моніторингу повітря, 

здатних ефективно функціонувати в умовах інтенсивних завад без втрати точності 

виявлення пилу. 

.. 
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4 АРХІТЕКТУРА СИСТЕМИ ДЛЯ ВИЯВЛЕННЯ ДРІБНО-

ДИСПЕРСНОГО ПИЛУ В ПОВІТРІ ІЗ ЗАСТОСУВАННЯМ ХАОТИЧНИХ 

ДЕТЕКТОРІВ 

4.1 Загальний опис архітектури та базова модель 

 

Архітектура базується на використанні автономних хаотичних систем, кожна 

з яких здійснює локальний прийом вимірювань від сенсора пилу та виконує 

перетворення сигналу. Нормоване значення ( )
p
s t  подається на цифровий 

осцилятор, динаміка якого описується модифікованим рівнянням: 

 

 3 5 ( )cos( ) ( )x x x x x A t t d t   + − + + = +  (4.1) 

 

Згідно з виразом (4.1) , локальний обчислювальний пристрій аналізує 

поточний режим коливань (хаос або періодичні коливання), передаючи в мережу 

IoT лише фінальний результат детектування. Такий підхід у складі масиву 

забезпечує високу надлишковість, просторову фільтрацію шумів та 

енергоефективність за рахунок відмови від передачі великих обсягів необроблених 

даних. 

Архітектура базується на ієрархічній моделі, яка забезпечує повний цикл 

обробки даних – від реєстрації фізичних частинок до інтелектуального 

прогнозування стану атмосфери. Фундаментом системи виступає фізичний рівень, 

де високоточні лазерні сенсори пилу моделей PMS7003, SPS30 або HPMA115S0 

працюють у поєднанні з програмно реалізованим модулем системи Дуффінга для 

первинного перетворення аналогових величин. Далі розташовується Edge-рівень, 

реалізований потужними мікроконтролерами, які виконують ресурсоємні операції 

числового інтегрування та в реальному часі ідентифікують переходи між хаосом і 

періодичністю. Наступний, IoT-рівень зв’язку, відповідає за надійну передачу 

стиснутих результатів виявлення через енергоефективні бездротові мережі 

(LoRaWAN, NB-IoT або локальні BLE Mesh структури). Отримані дані надходять 
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на Fog-рівень, де локальні шлюзи та сервери виконують агрегацію потоків від 

масивів детекторів, здійснюючи первинну просторову фільтрацію та усуваючи 

аномальні викиди. Замикає ієрархію хмарний рівень, що становить потужну 

обчислювальну базу для довготривалого зберігання великих масивів даних, 

побудови складних просторово-часових карт забруднення та використання 

алгоритмів машинного навчання для завдань екологічного прогнозування. 

Функціонування системи у реальному часі базується на безперервному циклі 

обробки даних, що починається з вимірювання концентрації часток сенсором для 

отримання первинного сигналу ( )s t . Отримані дані проходять етап цифрового 

нормування для формування сигналу ( )
p
s t , який використовується для 

динамічного оновлення параметра амплітуди задаючого сигналу за формулою: 

 

 ( ) ( )
p

A t cs t= +  (4.2) 

 

Параметр ( )A t  з виразу (4.2) безперервно подається на вхід обчислювального 

модуля, де здійснюється числове інтегрування системи Дуффінга та паралельне 

збирання точок перерізу Пуанкаре. На основі накопичених даних розраховується 

статистика дисперсії 
P
T , що дозволяє прийняти локальне бінарне рішення D  про 

поточний динамічний стан середовища. Після локальної обробки сформований 

пакет даних передається у мережу IoT для подальшої агрегації на вищих рівнях 

архітектури. На Fog-рівні здійснюється просторова обробка даних від декількох 

вузлів для реконструкції динамічної карти забруднення ( , , )x y t , а хмарні сервіси 

завершують цикл, виконуючи прогнозування екологічної ситуації. Такий 

розподілений підхід дозволяє перетворити потік вимірювань на змістовну 

аналітичну модель стану атмосферного повітря без затримок у часі. 

Запропонована архітектура поєднує в собі фундаментальні фізичні принципи 

нелінійної динаміки з сучасними інженерними підходами в галузі IoT. Такий 

синергетичний ефект дозволяє виділити три основні групи переваг: фізичні, 

інженерні та аналітичні. 
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Фізичні переваги полягають у тому, що використання хаотичного детектора 

забезпечує екстремально високу чутливість до слабких пилових сигналів, які 

зазвичай губляться в шумах при стандартних методах вимірювання. Хаотична 

система володіє природною робастністю до зовнішніх завад, оскільки здатна 

ефективно фільтрувати неперіодичні збурення, а чіткий біфуркаційний перехід 

хаос – періодичні коливання дозволяє отримувати надійний бінарний відгук про 

стан середовища. 

Інженерні переваги виникають завдяки можливостям розподіленої 

структури, при якій система легко масштабується до тисяч незалежних вузлів, що 

дозволяє створювати мережі моніторингу будь-якої складності. Суттєвою 

перевагою є низьке енергоспоживання, оскільки на вищі рівні передається лише 

стисле “резюме” у формі бінарного рішення або статистики, а не повні необроблені 

часові ряди вимірювань, що критично важливо для автономних пристроїв. 

Крім того, система характеризується аналітичними перевагами, які 

полягають у накопиченні структурованих даних у хмарі, що створює базу для 

побудови повноцінних ML-моделей забруднення, здатних враховувати 

довгострокові тренди. Крім того, архітектура дозволяє легко інтегрувати отримані 

результати з метеорологічними даними та складними моделями розсіювання 

частинок, що значно підвищує точність прогнозування екологічних ризиків. 

На рисунку 4.1 зображено архітектуру розробленого модуля детектування 

пилу на основі модифікованого осцилятора Дуффінга. 

 

 

Рисунок 4.1 – Модуль виявлення дрібнодисперсного пилу на основі одного 

модифікованого осцилятора Дуффінга 



71 

 

 

Вхідні дані з сенсора та гармонічне збурення cos( )F t  обробляються 

кубічно-квінтичним осцилятором Дуффінга. Основна ідея полягає у використанні 

методу перетинів Пуанкаре для аналізу динамічного відгуку системи та 

подальшого прийняття рішення про концентрацію часток у середовищі. 

На рисунку 4.2 зображено вдосконалений модуль виявлення пилу, в якому 

використовуються два з’єднані модифіковані осцилятори Дуффінга, що працюють 

паралельно для підвищення точності аналізу. 

 

 

Рисунок 4.2 – Модуль виявлення дрібного пилу на основі двох з'єднаних кубічно-

квінтичних осциляторів Дуффінга 
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Ключовою особливістю тут є наявність контролера для калібрування та 

корекції, який інтегрує дані з обох каналів та формує остаточне рішення на основі 

результатів постобробки. Такий підхід дозволяє значно знизити похибку 

вимірювань за рахунок взаємної компенсації шумів у двох чутливих елементах. 

На рисунку 4.3 зображено імітаційну модель у веб-додатку Simulink Online, 

яка дозволяє дослідити поведінку хаотичного детектора при наявності значних 

зовнішніх завад. 

 

   

Рисунок 4.3 – Імітаційна модель модуля виявлення дрібнодисперсного пилу  на 

основі хаотичного осцилятора із врахуванням вхідного шуму, обмеженого 

діапазоном частот (0 ≤ f≤ 5ω/π) 

 

Схема містить блоки для генерування основного задаючого сигналу, корисного 

сигналу концентрації, що модулює сигнал несучої частоти, та випадкового шуму, 

який проходить через фільтр низьких частот для обмеження частотного діапазону. 

Основне обчислювальне ядро моделі реалізовано як два послідовні блоки 

інтегрування з системою зворотних зв’язків, які відтворюють нелінійні компоненти 

через піднесення сигналу до третього та п’ятого степенів. 
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На рисунку 4.4 зображено ієрархічну архітектуру автоматизованої системи 

моніторингу дрібнодисперсного пилу. 

 

 

Рисунок 4.4 – Структурна схема ієрархічної архітектури автоматизованої системи 

моніторингу дрібнодисперсного пилу 

 

На фізичному рівні сигнали від сенсорів обробляються модифікованим 

осцилятором Дуффінга для первинного перетворення аналогових величин. На 

EDGE- та IoT-рівнях здійснюється локальна обробка даних мікроконтролерами та 

їх передача мережею зв’язку. Подальша агрегація, зберігання та аналітична 

обробка даних виконується на Fog- та хмарному рівнях. 

 

4.2 Апаратна реалізація та Edge-обробка 

 

Фундаментальною одиницею фізичного рівня є автономний хаотичний 

детектор, побудований на базі вимірювальних модулів типу Plantower PMS7003, 

PMSA003, Sensirion SPS30 або Honeywell HPMA115S0. Такі сенсори генерують 

дані про концентрацію фракцій 
1.0

PM , 
2.5

PM , 
10

PM , а також надають інформацію 

про розподіл частинок за каналами та їх загальну кількість. Отриманий сигнал ( )s t  

проходить через блок нормування, де виконується цифрова фільтрація, 
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компенсація впливу навколишнього середовища та приведення до робочого 

діапазону: 

 

 ( ) ( ( ) )
p
s t s t b


= −  (4.3) 

 

Формула (4.3) забезпечує підготовку сигналу для подачі в хаотичну систему 

Дуффінга, що реалізована як цифрова модель диференційного рівняння на edge-

мікроконтролері. Динаміка системи описується рівнянням, де амплітуда задаючої 

сили ( )A t  безпосередньо модулюється пиловим сигналом: 

 

 3 5( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos( ) ( )x t x t x t x t x t A t t d t   + − + + = +  (4.4) 

 

Згідно з виразом (4.4), де ( ) ( )
p

A t cs t= + , локальний аналізатор визначає 

стан системи за допомогою методу перерізів Пуанкаре (додаток Б, рисунки Б.1 та 

Б.2), формуючи бінарний індикатор D  (де 0  відповідає хаосу, а 1 – періодиці). На 

кінцевому етапі модуль формування даних створює структурований пакет, що 

включає часову мітку, координати, статус детектування та показники концентрації, 

після чого інформація передається через модуль зв'язку. Для підвищення точності 

моніторингу окремі вузли об'єднуються в HAQ-матрицю розмірністю від 5 5  до 

20 20  одиниць. Така структура забезпечує високу просторову надлишковість, що 

дозволяє ефективно фільтрувати помилкові спрацьовування окремих сенсорів та 

детектувати локальні сплески забруднення. Використання масиву дає можливість 

реконструювати детальні карти розподілу пилу в реальному часі, значно 

покращуючи роздільну здатність системи порівняно з поодинокими станціями 

моніторингу. 

На рівні периферійних обчислювачів, таких як мікроконтролери ESP32, 

STM32 або nRF52, реалізовано алгоритм числового розв'язання рівнянь динамічної 

системи. Для забезпечення високої точності при помірних витратах ресурсів 

застосовуються методи Рунге-Кутта 4/5 або Дормана-Принса з фіксованим кроком 
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інтегрування h  у діапазоні 0.0005-0.002 сек. Важливою перевагою обраної моделі 

є те, що обчислення нелінійних членів 
3x  та 

5x  не створює критичного 

навантаження на процесор, дозволяючи виконувати всі розрахунки в реальному 

часі. Для ідентифікації поточного стану системи вузол використовує набір 

аналітичних метрик, серед яких ключовими є дисперсія точок у перерізі Пуанкаре 

P
T  та оцінка максимального показника Ляпунова 

max
̂ . Додатково можуть 

аналізуватися індекси спектральної концентрації та регулярності періоду для 

уточнення динамічного профілю об’єкта. На основі отриманих даних формується 

кінцеве рішення D : значення 0  сигналізує про хаотичний режим (концентрація 

пилу в межах норми), а значення 1 вказує на перехід до періодичного режиму, що 

свідчить про перевищення екологічного порогу. Для мінімізації помилкових 

спрацювань на рівні Edge-вузлів реалізовано механізм взаємодії за протоколом 

Gossip. Кожен детектор обмінюється значенням бінарного індикатора D  із 

найближчими сусідами, що дозволяє обчислювати локальну ймовірність тривоги 

безпосередньо в масиві. Таке спільне прийняття рішень забезпечує ефективне 

згладжування випадкових викидів і суттєво підвищує загальну надійність всієї 

системи моніторингу. 

 

4.3 Комунікації та мережева інфраструктура 

 

Для забезпечення надійного передавання даних у різних сценаріях 

експлуатації система підтримує кілька типів мережевих протоколів. Для зовнішніх 

станцій моніторингу на великих відстанях (до 10–15 км) використовується 

LoRaWAN, який характеризується малим обсягом переданих пакетів та низьким 

енергоспоживанням. У міському середовищі пріоритет надається технологіям NB-

IoT та LTE-Cat-M1, що забезпечують високу стабільність зв’язку з показником SLA 

на рівні 99% для муніципальних потреб. Для моніторингу всередині приміщень, 

складів або кампусів архітектура передбачає використання протоколів Wi-Fi, 

Thread або BLE Mesh. З метою мінімізації трафіку та забезпечення цілісності 
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інформації розроблено стандартизований транспортний пакет даних. Він містить 

ідентифікатор вузла (node_id), бінарне рішення D , рівень впевненості детектора 

(confidence) та порівняльні значення необроблених (PM_raw) і відфільтрованих 

(PM_filt) показників концентрації. Пакет також включає внутрішній стан системи 

Дуффінга, ознаки фазового портрета, метеорологічні дані (температура, вологість), 

часову мітку та контрольну суму CRC для перевірки коректності отриманих даних. 

Fog-вузол виступає центральним елементом локальної мережі, що забезпечує 

прийом даних від десятків або сотень розподілених детекторів одночасно. 

Отримана інформація впорядковується у черги за протоколами MQTT або AMQP, 

що дозволяє проводити первинну агрегацію потоків без значних затримок у часі. 

Такий підхід розвантажує хмарні сервери та гарантує стабільність обробки 

інформації безпосередньо поблизу джерел вимірювань. На рівні шлюзу 

реалізуються складні алгоритми для побудови динамічної моделі розподілу часток 

( , , )x y t  у межах конкретної зони моніторингу. Для цього використовуються такі 

математичні інструменти, як крігінг (Kriging), гаусові процеси (Gaussian Processes), 

анізотропні моделі та методи графового згладжування (GCNs). Завдяки цьому Fog-

вузол формує візуальну карту забруднення локальної території, заповнюючи 

прогалини між фізичними точками розташування сенсорів. Локальний сервер 

виконує інтелектуальну класифікацію сплесків концентрації, ідентифікуючи 

природу забруднень та відсікаючи випадкові завади. Система аналізує 

нехарактерні переходи між хаосом та періодичним режимом у системі Дуффінга, 

здійснюючи крос-валідацію подій за даними від сусідніх вузлів. Таке 

багатоточкове підтвердження дозволяє значно знизити рівень хибних тривог і 

підвищити надійність системи детектування в межах локального сегмента мережі. 

 

4.4 Інтелектуальний аналіз та масштабування  

 

Верхній рівень архітектури призначений для надійного накопичення великих 

масивів інформації, що надходять від розподіленої мережі детекторів. Для цього 
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використовуються спеціалізовані бази даних часових рядів, такі як InfluxDB або 

TimescaleDB, у поєднанні з NoSQL-рішеннями та хмарними сховищами AWS S3 

або Google Cloud Storage. Збережена структура містить не лише прямі показники 

концентрації PM, а й динамічні характеристики системи Дуффінга, включаючи 

бінарний індикатор D , значення 
P
T , показник Ляпунова 

max
̂  та точну геолокацію 

кожного вузла. Обчислювальні потужності хмарного рівня дозволяють виконувати 

довгострокове моделювання якості повітря та прогнозування тревндів забруднення 

за допомогою нейромережевих архітектур LSTM або Transformer. Важливою 

функцією є автоматична компенсація дрейфу сенсорів та система дистанційного 

рекалібрування. На основі глобального аналізу хмара розраховує оновлені 

параметри  ,  , c  та   для числового інтегратора, після чого відправляє їх назад 

на edge-вузли для адаптації системи до змін навколишнього середовища. Для 

взаємодії з міською інфраструктурою та іншими інформаційними сервісами 

реалізовано набір сучасних програмних інтерфейсів API, включаючи REST, 

GraphQL та OPC-UA. Це забезпечує безперешкодну інтеграцію даних у 

муніципальні панелі керування (dashboards) та дозволяє реалізувати системи 

миттєвих push-сповіщень для населення у разі критичного погіршення якості 

повітря. Такий підхід перетворює масив хаотичних детекторів на повноцінний 

елемент екосистеми "розумного міста", здатної оперативно реагувати на екологічні 

виклики. 

Для реалізації високої просторової точності моніторингу можна 

використовувати конфігурацію масиву, що складається зі 100 автономних вузлів, 

організованих у матрицю 10×10. Кожен елемент такої структури є незалежним 

агентом, що володіє власним набором параметрів, зокрема індивідуальним порогом 

спрацювання 
thr

 , унікальним профілем апаратного шуму та специфічною 

динамічною реакцією на зовнішні збурення. Такий підхід дозволяє нівелювати 

проблему хибних спрацювань, характерну для одиночних сенсорів, оскільки кожен 

вузол у масиві проходить через точку біфуркації (перехід хаос–періодичні 

коливання) за власним поведінковим сценарієм, що залежить від локальних умов 
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мікросередовища. Використання розподіленої HAQ-матриці забезпечує ефект 

статистичного усереднення хаотичної варіативності, що дозволяє системі 

ігнорувати короткочасні випадкові переходи та зосереджуватися на стійких змінах 

концентрації пилу. Завдяки щільному розташуванню вузлів досягається надвисока 

просторово-часова роздільна здатність, яка дає змогу ідентифікувати локальні 

«кишені» забруднення та відстежувати динаміку поширення пилових хмар у 

реальному часі. Крім того, масив має природну стійкість до технічних збоїв: вихід 

з ладу навіть значної кількості окремих вузлів не призводить до зупинки 

моніторингу, а лише незначно знижує деталізацію підсумкової карти. У разі 

вертикального ешелонування сенсорів з’являється можливість побудови 

повноцінних 3D-моделей розсіювання часток, що є критично важливим для аналізу 

екологічної ситуації в умовах щільної міської забудови. 

 

4.5 Підсумки та візуалізація результатів моделювання 

 

На основі результатів імітаційного моделювання системи із розробленою 

архітектурою отримана залежність між часом, необхідним для детектування 

частинок, та мінімальним пороговим значенням нормованої концентрації 

дрібнодисперсного пилу, що зображено на рисунку 4.5. 

 

 

Рисунок 4.5 – Залежність між тривалістю виявлення та мінімальним для 

виявлення пороговим значенням нормованої концентрації дрібного пилу 
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Крива демонструє чітку зворотну закономірність, за якої підвищення 

концентрації дозволяє системі значно швидше зафіксувати зміни, скорочуючи 

тривалість виявлення, виміряну в періодах коливань зовнішнього задаючого 

сигналу. Відповідно, при виявленні наднизьких концентрацій на рівні 
810−
 системі 

потрібно більше часу для накопичення даних та стабілізації відгуку хаотичного 

осцилятора, тоді як вищі рівні забруднення ідентифікуються достатньо швидко. 

Ця особливість показує суттєву перевагу п’ятирівневої системи над 

звичайними методами. Ще однією важливою перевагою є економія ресурсів: 

замість того, щоб постійно передавати в мережу величезну кількість даних, 

мікроконтролери надсилають лише готовий, стислий результат аналізу. Це значно 

економить електроспоживання та розвантажує інтернет-канали, дозволяючи 

встановити в місті тисячі таких пристроїв без збоїв у зв'язку. Крім того, завдяки 

об’єднанню датчиків у групи, вони можуть перевіряти один одного, тобто якщо 

один пристрій помиляється, сусідні його виправляють, що дозволяє створювати 

дуже точні карти чистоти повітря.  

Втім, у системи є й певні обмеження. По-перше, як вже згадувалося, пошук 

дуже малих концентрацій пилу не відбувається миттєво – системі потрібна коротка 

пауза, щоб переконатися в наявності небезпеки і не підняти хибну тривогу. По-

друге, оскільки електроніка чутлива до температури та старіння, налаштування 

приладу з часом можуть трохи змінюватися, тому програма повинна періодично 

сама себе підлаштовувати (калібрувати), щоб зберігати точність. І останнім не 

менш важливим недоліком є математика, закладена в основу методу. Через 

складність для її роботи потрібні сучасні мікроконтролери, які здатні швидко 

проводити обчислення, хоча ці витрати повністю виправдовуються високою якістю 

моніторингу 
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4.6 Висновки до четвертого розділу 

 

У четвертому розділі розроблено та детально описано комплексну 

архітектуру системи моніторингу дрібнодисперсного пилу, що базується на 

масивах хаотичних детекторів. Впровадження ієрархічної структури дозволило 

ефективно розподілити обчислювальне навантаження: від виконання ресурсоємних 

процедур числового інтегрування кубічно-квінтичної системи Дуффінга на Edge-

рівні до формування складних прогнозних моделей у хмарному середовищі. Такий 

підхід забезпечує високу швидкість відгуку системи та дозволяє здійснювати 

прецизійне детектування забруднень у реальному часі навіть при використанні 

бюджетних сенсорних модулів. 

Розглянуто концепцію HAQ-матриці, яка завдяки просторовій 

надлишковості та використанню протоколів локальної взаємодії суттєво підвищує 

робастність мережі до апаратних збоїв та випадкових завад. Перевагою розробленої 

архітектури є її енергоефективність, досягнута за рахунок передачі лише 

структурованих результатів аналізу замість сирих часових рядів, що є критичним 

для масштабування системи до рівня Smart City. Описаний програмно-апаратний 

базис створює умови для точної 3D-реконструкції розподілу пилу та дозволяє 

інтегрувати локальні вимірювання у глобальні системи екологічного моніторингу 

через сучасні інтерфейси зв’язку. 
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ВИСНОВКИ 

 

Проблема забруднення атмосферного повітря дрібнодисперсним пилом 

фракції PM2.5 залишається одним із найбільш критичних викликів для сучасної 

екології та охорони здоров'я, оскільки ці частки мають здатність глибоко проникати 

в дихальні шляхи та спричиняти серйозні хронічні захворювання. Традиційні 

методи моніторингу часто стикаються з фундаментальними обмеженнями: 

еталонні прилади є надто дорогими для щільного міського розгортання, а бюджетні 

оптичні сенсори мають низьку завадостійкість, через що корисний сигнал часто 

повністю маскується інтенсивним адитивним шумом. Особливістю даної роботи є 

концептуальний відхід від стандартного аналізу амплітуди вихідного сигналу на 

користь використання теорії детермінованого хаосу, що дозволяє виявляти надмалі 

концентрації часток через якісну зміну динамічного стану системи. 

Практична цінність дослідження полягає у створенні цілісної інтелектуальної 

системи, де фізичні принципи роботи лазерного сенсора інтегровані в цифрову 

модель модифікованого осцилятора Дуффінга з кубічно-квінтичною нелінійністю. 

Такий підхід забезпечує унікальну робастність мережі моніторингу, оскільки факт 

детектування забруднення базується на топологічних змінах атрактора, що робить 

систему стійкою до широкосмугових атмосферних завад. Використання 

розробленої п’ятирівневої архітектури дозволяє ефективно масштабувати систему 

від окремих сенсорів до рівня глобальної мережі «розумного міста», поєднуючи 

локальну обробку даних на Edge-вузлах із глибокою аналітикою, прогнозуванням 

та 3D-візуалізацією в хмарному середовищі. 

Основні результати роботи такі: 

1) Виконано комплексний огляд відомих методів та засобів виявлення 

дрібнодисперсного пилу в повітрі, що дозволило систематизувати існуючі підходи 

та виявити їхні ключові недоліки, зокрема критичну втрату точності вимірювань 

при низьких концентраціях забруднювача. На основі проведеного аналізу 

обґрунтовано доцільність застосування методів нелінійної динаміки як 
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ефективного інструменту для підвищення завадостійкості та загальної чутливості 

систем екологічного моніторингу. 

2) Проаналізовано модель процесу виявлення дрібнодисперсного пилу в 

повітрі на основі теорії хаосу, яка, на відміну від відомих результатів, враховує 

складні хаотичні процеси передачі слабких сигналів та забезпечує повний 

математичний опис перетворення інтенсивності розсіяного світла в електричний 

відгук через модель фотодіода. Це дозволило кількісно оцінити внесок кожного 

джерела шуму та апаратних похибок у загальну похибку системи детектування. 

3) Розроблено метод виявлення дрібнодисперсного пилу в повітрі на основі 

модифікованих систем Дуффінга з кубічно-квінтичною нелінійністю, який, на 

відміну від відомих методів, використовує властивості експоненціальної 

чутливості хаотичних систем до слабких періодичних впливів для ідентифікації 

частинок через фазовий перехід. Запровадження квінтичного члена дозволило 

оптимізувати енергетичний потенціал системи, зробивши перехід з хаотичного 

режиму в періодичний більш різким та надійним для автоматичного розпізнавання. 

4) Побудовано архітектуру системи для виявлення дрібнодисперсного пилу 

в повітрі із застосуванням хаотичних детекторів, яка, на відміну від відомих 

аналогів, забезпечує узгодження та перехресну валідацію даних про наявність пилу 

від різних хаотичних систем у складі просторового масиву. Запропонована 

структура охоплює п’ять ієрархічних рівнів, що гарантує надійну передачу даних 

через IoT-протоколи, інтелектуальну агрегацію на Fog-шлюзах та можливість 

довгострокового прогнозування трендів забруднення за допомогою методів 

машинного навчання. 

Загалом, результати кваліфікаційної роботи підтверджують високу 

ефективність синергії нелінійної динаміки з сучасними хмарними технологіями для 

створення систем екологічної безпеки нового покоління. Впровадження 

розроблених методів дозволить значно знизити поріг виявлення небезпечних 

викидів у міському середовищі та підвищити точність оцінки ризиків для здоров'я 

населення в умовах інтенсивних промислових завад. 
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ДОДАТОК А 

(обов’язковий) 

Осцилограми сигналів системи Дуффінга 

 

 

Рисунок А.1 – Вхідний та вихідні сигнали у випадку невиявлення пилу 

 

 

Рисунок А.2 – Вхідний та вихідні сигнали у випадку виявлення пилу
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ДОДАТОК Б 

(обов’язковий) 

Перерізи Пуанкаре системи Дуффінга 

 

 

Рисунок Б.1 – Переріз Пуанкаре системи Дуффінга у випадку невиявлення пилу 

 

 

Рисунок Б.2 – Переріз Пуанкаре системи Дуффінга у випадку виявлення пилу 
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