Застосування теорії графів для розробки способу заповнення орнаменту вишивки подвійними хрестоподібними елементами.

Старший викладач кафедри технології та конструювання швейних виробів, кандидат технічних наук, Засорнова Ірина Олександрівна, Хмельницький національний університет, місто Хмельницький, Україна

Орнаменти вишивки, виконані технікою “хрест”, відтворюють в масовому виробництві за допомогою вишивальних машин, оскільки процес виконання ручної вишивки є трудомістким і потребує високої майстерності працівника [1].

Головною особливістю машинної вишивки є відсутність ручної праці в процесі її виконання, можливість масового випуску виробів, оперативність виробництва, використання сучасних комп'ютерно-графічних засобів на етапі розробки орнаменту і програми для вишивання. 

Аналіз літературних джерел і програмних редакторів для вишивки показав, що існуючі способи вишивання матеріалу стібками базуються на конкретних програмних пакетах і не дозволяють встановити чітких загальних закономірностей формування хрестоподібних елементів (ХЕ) вишивки. Це призводить до утворення дефектів у виконанні вишивки [2]. 

	
[image: image1]
	
[image: image2]
	Сучасні програмні редактори для автоматизованого заповнення довільних площин ХЕ призводять до утворення нерівномірних ХЕ, які мають декілька зайвих стібків, утворених внаслідок переходу від одного стібка до іншого. Такі ХЕ погіршують якість вишивки. В зв'язку з означеним, є необхідність створення способу заповнення орнаменту вишивки лише рівномірними ХЕ.

	а)
	б)
	

	Рис. 1. Схеми існуючих способів машинної вишивки ХЕ, стібки: а) різної довжини; б) однакової довжини
	


Для вишивальних машин використовують два способи утворення ХЕ (це закладено в існуючих програмних редакторах) (рис. 1).

Стібки, які входять до складу ХЕ, можна поділити за призначенням на: стібки закріплення (СЗ) (початку і кінця елементу орнаменту вишивки); заповнюючі стібки (ЗС) елементу орнаменту вишивки; стібки переходу (СП) на інший стібок елементу орнаменту вишивки (рис. 2).
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	б)

	Рис. 2. Схеми заповнення ХЕ прямокутної ділянки 3×2, стібки:

а) різної довжини; б) однакової довжини


В першому способі вишивання, використані ЗС, довжина яких вдвічі більша СП (ЗС=2·СП).
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	А в другому - довжина ЗС і СП однакова (ЗС=СП). Проте, з рис. 2 видно, що в обох способах існують СП на інший ЗС, яких неможливо уникнути навіть на простих за формою (як на рис. 2) ділянках орнаментів вишивки. Тобто, незалежно від способів утворення, існуючі ХЕ нерівномірні (рис. 3).

	Рис. 3. Фотографічне зображення фрагменту орнаменту вишивки, утвореного існуючими ХЕ
	


Особливо це видно на розташованих по діагоналі ХЕ, утворених стібками різної довжини (рис. 4). 
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	Це призводить до погіршення зовнішнього вигляду вишивки, особливо при використанні невідповідних (товстих або тонких), по відношенню до довжини стібка, ниток. Кількість СП залежить від складності форми елементу орнаменту, місця початку і кінця вишивки.

	Рис. 4. Схема існуючих ХЕ, розташованих по діагоналі, утворених стібками різної довжини і їх фотографічне зображення
	


Існуючі програмні модулі, які входять до складу редакторів для вишивальних машин, використовують алгоритм, який формує СП при умові неможливості переходу на інший ЗС. Це призводить до хаотичного утворення СП в процесі вишивання. Тому, навіть нефахівець візуально може розрізнити ручну і машинну вишивку, виконану технікою “хрест”.

Для підвищення якості вишивання орнаментів автором запропоновано новий спосіб заповнення орнаментів вишивки подвійними хрестоподібними елементами (ПХЕ), який дозволяє вишивати орнаменти будь-якої форми без утворення СП, оскільки, перехід і закріплення здійснюють за рахунок стібків, що входять до складу ПХЕ [3]. 
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	Запропонований ПХЕ розташовано в декартовій системі координат, його початок S (start) і кінець E (end) має координати (0,0) (на рис. 5 S і E не співпадають для полегшення візуального сприйняття). Відповідно, центр С (center) елементу (C1=C2=C3=C4), має координати С (1,1) (на рис. 5 С1, С2, С3, С4 не співпадають для полегшення візуального сприйняття). Кінці елементу мають позначення А, В, D, їх координати А (0,2), В (2,2), D (2,0).

	Рис. 5. Схема ПХЕ в декартовій системі координат
	


Кожен з ПХЕ складається з восьми прямих стібків, які виконують у послідовності: (SC1), (C1А), (АC2), (C2В), (ВC3), (C3D), (DC4), (C4E).

Послідовність складає перерахунок пар зв'язаних між собою 17 елементів: 9 вершин і 8 ребер. Це геометричний граф - пласка фігура з вершин - точок площини і ребер - ліній, що з'єднують пари вершин, в якому жодні два ребра не мають спільних точок крім інцидентних їм обом вершин (не перетинаються). Оскільки, в послідовності важливий порядок елементів в парі (ребра мають напрямок, який показує, як утворено ПХЕ), це орієнтований граф (орграф). Тобто, це плаский, геометричний орієнтований граф. Оскільки теорія графів не має стійкої термінології, в роботі використані найбільш розповсюджені визначення, які дозволяють описати процес утворення ПХЕ.

Вище викладене дозволяє розробити математичну модель способу заповнення орнаменту вишивки ПХЕ. Згідно з визначенням, орграфом ПХЕ без петель назвемо пару G=(V,E), де V - кінцева множина, E - множина впорядкованих пар різних елементів з V. Елементи множини V називають вершинами графа, елементи множини E - його ребрами. Ребро - впорядкована пара вершин (v1,v2), в якій вершину v1 називають початком, а v2 - кінцем ребра. Можна сказати, що дуга v1 → v2 веде від вершини v1 до вершини v2, при цьому, вершина v2 суміжна з вершиною v1, оскільки, для позначення найближчих вершин (ребер) використовують поняття суміжності. Його використовують тільки для двох ребер або двох вершин: два ребра, інцидентні одній вершині, називають суміжними; дві вершини, інцидентні одному ребру, також називають суміжними. Інцидентність - поняття, що використовують тільки для ребра і вершини: якщо v1, v2 - вершини, а e=(v1, v2) - ребро, що їх з'єднує, тоді вершина v1 і ребро e інцидентні, вершина v2 і ребро e також інцидентні. Дві вершини (або два ребра) інцидентними бути не можуть. Множину вершин графа G будемо позначати як - VG, множину ребер - EG, кількість вершин - n(G), кількість ребер — m(G). З визначення видно, що для завдання графа ПХЕ достатньо перерахувати його вершини і ребра, кожне з ребер має бути задано парою вершин. Для графа з одного ПХЕ можливо написати такі математичні вирази (1), (2) [4]:

VG={S,C1,А,C2,В,C3,D,C4,E},




(1)

EG={(SC1),(C1А),(АC2),(C2В),(ВC3),(C3D),(DC4),(C4E)}.

(2)

Ступінь вершин C1, А, C2, В, C3, D, C4 дорівнює 2 (рис. 5), оскільки суміжними з кожною з них є дві вершини (розташовані на інцидентних з нею ребрах), (3) [4]:

deg(C1) =deg(А) =deg(C2) =deg(В) =deg(C3) =deg(D) =deg(C4) =2.
(3)

Ступінь вершин S, E один, оскільки кожній з них суміжна одна вершина (S суміжна вершині C1, E суміжна вершині C4) [4]:

deg(S)=deg(E)=1.




(4)

Цей граф G має 17 елементів n(G)=9 (дев'ять вершин), m(G)=8 (вісім ребер). За теорією графів, ПХЕ утворені при переміщенні по контуру елементарного маршруту.

Наступний ПХЕ можливо розташувати з координатами центра (3,3). Для того, щоб утворити два ПХС, які розташовано по діагоналі, необхідно використати такий спосіб їх утворення: спочатку утворити першу половину першого ПХЕ. Потім першу половину другого ПХЕ, далі в зворотному напрямку другу половину другого ПХЕ і другу половину першого ПХЕ. 
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	Граф ПХЕ, розташованих по діагоналі, представлено на рис. 6 (оскільки імена вершин несуттєві, їх позначення опущені). Із рис. 6 видно, що кожен із стібків (ребер графу) позначено порядковим номером, який зростає (при виконанні двох ПХЕ).

	Рис. 6. Схема ПХЕ, розташованих по діагоналі і їх фотографічне зображення
	


Початок і кінець системи з двох ПХЕ співпадає. Розглянутий граф має 33 елементи (17 вершин і 16 ребер), тобто кількість вершин і ребер, які утворюються при заповненні довільної ділянки ПХЕ залежить від кількості хрестів, які вміщує ця ділянка. Кількість вершин не дорівнює кількості ребер і завжди не парна.

Для розрахунку кількості вершин - n(G) і кількості ребер m(G) автором запропоновано формули (5), (6):

n(G)=8·k+1,



(5)

m(G)=8·k,




(6)

де k - кількість ПХЕ ділянки орнаменту.

Для заповнення ділянки 3×2 (рис. 7) було створено граф G, який вміщує n(G)=49 вершин і m(G)=48 ребер. 
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	Із рис. 7 видно, що (так само, як у випадку з одним або двома ПХЕ) ступінь усіх вершин (крім вершин початку (S) і кінця (E)) графу G  дорівнює двом, оскільки суміжними з кожною із них є дві вершини (розташовані на інцидентних з нею ребрах).

	Рис. 7. Схема заповнення прямокутної ділянки 3×2 ПХЕ
	


Це розповсюджується на всі графи G, які можливо утворити, незалежно від кількості ПХЕ і їх відносного розташування на ділянці орнаменту [5].

Виходячи з визначень Єйлера [6], якщо граф має тільки два непарних вузла (cтупінь вершин графу початку (S) і кінця (E) дорівнює одиниці), його можна пройти за маршрутом, який починається в одному з цих вузлів, а закінчується в іншому (маршрут, який починається в парному вузлі, не може охопити всі вузли). Тобто, теоретично можливе заповнення довільної площини ПХЕ (рис. 7).

Як видно з рис. 7, обхід ділянки можна здійснювати в одному з двох напрямків (залежить від місця розташування початку обходу). Проте, початок (кінець) обходу можливо розташувати в будь-якому із кутів квадрату, який описаний навколо довільного ПХЕ.
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	Отже, існує декілька маршрутів обходу довільної ділянки орнаменту. Якщо кожен з центрів ПХЕ позначити однією точкою і з'єднати їх ребрами, отриманий підграф P графу G назвемо графом автомату (рис. 8). Такий граф дозволяє спростити заповнення ПХЕ довільної ділянки орнаменту вишивки.

	Рис. 8. Граф автомата для заповнення прямокутної ділянки 3×2
	


Вище викладене дозволяє сформулювати основні положення способу заповнення орнаменту вишивки ПХЕ. Розглянемо евклідів простір, що є двовимірним з декартовою системою координат і цілочисельну решітку Z2 в ньому. Елементи (x,y) множини Z2 позначені v. Будемо називати число ρ(v,v')=|x−x'|+|y−y'| - відстанню між v=(x,y) і v'=(x',y'). Елементи v і v' назвемо сусідніми, якщо відстань між ними відповідає нерівності 1≥ρ(v,v')<2. Нехай B = {e,k,l,m,n,r,s,w} - алфавіт відміток дуг (рис. 9).
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	Введемо θ, як пустий символ, B0 =B∪{θ}, A =2B \θ. Графом L=(V,E,a,b) назвемо планарний не орієнтований кінцевий зв'язаний граф, в якому множина вершин V є підмножиною Z2, E - множина дуг, a:v∈V→a∈A - функція розмітки вершин, b:(v, v')∈E→b∈B - функція розмітки дуг. Через |L| позначимо число вершин графа L. Для будь-якої вершини v через E(v) позначатимемо множину всіх вихідних з неї дуг. Колом з центром у вершині v назвемо множину K1(v)={v'|v'∈Z2,1≥ρ(v,v')<2}.

	Рис. 9. Розмітка дуг мозаїчного графу у відповідності з їх напрямком
	


Областю O(v) вершини v∈V назвемо множину суміжних з нею вершин з K1(v). Дуги (v,v') і (v',v) відміченого графа назвемо протилежними.
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	Граф L є мозаїчним, його дуги можуть бути паралельні або під кутом 450 до осей координат (рис. 10). Дугами можуть бути сполучені лише сусідні вершини, відмітка вершини містить відмітки всіх дуг, що виходять з неї (рис. 10).

	Рис. 10. Мозаїчний граф для повністю заповненої площини 3×2
	


Символ b з відмітки вершини v мозаїчного графа L вказує v' на вершину v з множини Z2, якщо вершини v і v' можна з'єднати дугою з напрямом b. Мозаїчний граф L=(V,E,а,b), в якого відмітка вершини є множина відміток всіх дуг, що виходять з неї назвемо графом лабіринту або лабіринтом. Слово t=(a1,b1)...(az,bz) у алфавіті A×B0 назвемо правильним, якщо для всіх i∈{1,...,z-1} виконане bi∈ai, bi-1∈ai+1 і bm=θ. Маршрутом p довжини z з вершини v1 у вершину vz+1 відміченого графа L назвемо послідовність вершин і дуг v1,(v1,v2),v2,...,vz-1,(vz-1,vz),vz . Cлово t=(a1,b1)...(az,bz) і маршрут p в графі L відповідають один одному, якщо ai=a(v1) для всіх i∈{1,...,z} і bi = b(vi,v'i) для всіх i∈{1,...,z}, bz=θ. При цьому, слово t називатимемо відміткою маршруту р. Кожній вершині v відміченого графа L відповідає множина слів lv, що відповідає будь-яким маршрутам, що починаються у вершині v. Якщо знайдеться така вершина v цього графа, що t∈lv , слово t назвемо таким, що реалізовано у графі L. 

Очевидно, неправильні слова в лабіринті реалізовані бути не можуть. Тому, надалі розглядатимемо лише правильні слова. Позначимо через ABc множину всіх правильних слів в алфавіті A×B0.

Cлово t=(a1,b1)...(az,bz) реалізовується в лабіринті L і відповідає маршруту p=v1,(v1,v2),v2,...,vz-1,(vz-1,vz),vz в ньому. Якщо позначити через P=(Vр,Eр,aр,bр), то граф Р (граф автомату) - це підграф графу L, утворений вершинами і дугами маршруту р (рис. 8). Символ c - це кількість проходжень маршруту р крізь вершину v графу автомата Р. Тоді кожне слово, що відповідає маршруту р, повинно задовольняти умові c≤4. Тобто кількість проходжень маршруту крізь вершину не повинно перевищувати чотири, оскільки утворений з графу ПХЕ граф автомата Р містить в кожній вершині чотири вершини графу ПХЕ. Маршрут р графу автомата Р повинен починатись і закінчуватись у вершині з якої почалось утворення маршруту.

Граф лабіринту L створюємо з урахуванням розташування ПХЕ орнаментів. Граф L для повністю заповненої площини 3×2 представлено на рис 8. В L вершини розташовані в центрі кожного ПХЕ. У лабіринті (граф L рис 8) необхідно знайти хоча б один маршрут р (граф автомата Р рис. 8). З рис. 8 видно, що на відміну від графа L (лабіринту), граф Р орієнтований. На рис. 8 початок графу Р співпадає з його кінцем (позначено буквами S і E).

При пошуку маршруту р визначено, що буквене кодування дуг ускладнює сприйняття, тому прийнято чисельне кодування. Тобто, в алфавіт відміток дуг B={e,k,l,m,n,r,s,w}: e=1,k=2,l=3,m=4,n=5,r=6,s=7, w=8. Тоді, B={1,2,3,4,5,6,7,8} є алфавіт відміток дуг, а маршрут р, що відповідає графу автомата Р на рис. 8 можна записати p=5,5,3,1,1,5,5,7,1,1.

З вище викладеного можна зробити висновок, що заповнення графом G ділянки орнаменту є клопітка робота, складність якої залежить від взаємного розташування ПХЕ, їх кількості і місця розташування початку (кінця) обходу маршруту графу G. Її складно виконати без автоматизації, оскільки необхідно чітко виконувати певні дії: визначення розмірів та форми довільних ділянок, заповнених одним кольором; утворення ПХЕ за годинниковою стрілкою; перехід між ізольованими ПХЕ (які не стикуються між собою ні в одній точці) та інші. 

Розроблена автором математична модель дозволяє використати теорію графів, для розробки ПМ і автоматизації процесу оздоблення орнаментами вишивки, виконаних ПХЕ і створення ПКВМ.
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Разработка способа заполнения орнамента вышивки двойными крестообразными элементами

Аннотация

На основе проведенных исследований предложен новый способ вышивки двойными крестообразными элементами (ДКЭ). Автором предложена математическая модель способа заполнения орнаментов вышивки ДКЭ, их применение позволяет вышивать орнаменты любой формы без образования стежков перехода, поскольку переход и закрепление осуществляют за счет стежков, которые входят в состав ДКЭ. Основой математической модели  служит адаптированная для отделки вышивкой теория графов.

Ключевые слова: отделка одежды вышивкой, теория графов, двойной крестообразный элемент.

Development of the method of filling ornamental embroidery with double cruciform elements

Summary

Based on these studies a new method of embroidery double cruciform elements (DCE) was proposed.

The author proposes a mathematical model of the method of filling ornamental embroidery DCE, their use can embroider patterns of any shape without forming stitches transition, because the transition and consolidation are carried out by the stitches that are part of the DCE. The basis of the mathematical model is graph theory wich is adapted for embroidery.

Keywords: embroidery decoration, graph theory, double cross element.
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