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Дослідження та математичне моделювання процесів контактної взаємодії 

пружних тіл із врахуванням початкових напружень є частиною великої за 

обсягом та актуальної області механіки суцільних середовищ, що безперервно 

розвивається.  

Так, у механіці суцільних середовищ велика увага приділяється 

дослідженню контактної взаємодії твердих деформованих тіл, що пов’язано із 

проблемою визначення їх напружено-деформованих станів. Оскільки контактні 

задачі формують теоретичну основу для розрахунків на контактну міцність, 

жорсткість та зносостійкість рухомих і нерухомих з’єднань, а їх дослідження 

зводяться до одних із найважчих рівнянь математичної фізики, то їх 

розв’язання пов’язане із великими математичними труднощами, що вимагає 

залучення комп’ютерних технологій. 

Одним з важливих факторів при контактній взаємодії є вплив початкових 

напружень, які практично завжди присутні в реальних конструкціях і деталях 

машин, тому розробка ефективних методів розрахунку напружено-

деформованого стану з врахуванням початкових деформацій є актуальною і 

важливою науково-технічною проблемою. 

На даний час з проблем, що мають відношення до контактних задач 

жорстких штампів, які взаємодіють із пружними тілами отримані результати з 

широкого кола питань. І вони достатньо відображені у численних публікаціях 

періодичних видань [1-3]. Роботи з контактної взаємодії тіл з початковими 

напруженнями присвячені взаємодії попередньо напружених тіл із жорсткими 

та пружними штампами без початкових напружень представлені у працях [4]. 

Існує також ряд інших публікацій, що повністю або частково пов’язані із 

тематикою даної статті [5-8]. 

Метою роботи є побудова математичної моделі та представлення розв’язку 

статичної задачі про тиск жорсткого циліндричного кільцевого штампа на 

пружний півпростір з початковими напруженнями без врахування сил тертя в 



межах лінеаризованої теорії пружності у випадку рівних та нерівних коренів 

визначального рівняння [2] в загальному вигляді для теорії великих початкових 

деформацій та двох варіантів теорії малих початкових деформацій при 

довільній структурі пружного потенціалу. 

Постановка задачі. Нехай скінченний жорсткий кільцевий штамп з 

плоскою основою, геометрична вісь симетрії якого співпадає з віссю y3 

циліндричної системи координат, що напрямлена в середину півпростору, 

втискається у півпростір з силою Р, після виникнення там початкового 

деформованого стану (рис. 1). R1, R2 – відповідно внутрішній та зовнішній 

радіуси штампа. Будемо вважати, що зовнішнє навантаження прикладене тільки 

до вільного торця пружного штампа, під дією якого всі точки торця штампа 

переміщаються у напрямку осі симетрії y3 на одну і ту ж саму величину ε. 

Вважатимемо, що поверхні поза ділянкою контакту залишаються вільними від 

впливу зовнішніх сил, а в зоні контакту переміщення та напруження – неперервні. 

 

 

Рис. 1. Тиск жорсткого кільцевого штампа на пружний півпростір з 

початковими напруженнями 

 

Розрізнятимемо три стани півпростору з початковими напруженнями: 

природний, коли у ньому відсутні напруження; початковий стан, та збурений 

стан, всі величини якого складаються з суми відповідних величин початкового 

стану та збурень. Вважаючи збурення набагато меншими відповідних величин 

початкового стану, дослідження проводимо в рамках лінеаризованої теорії 

пружності [1-3, 5]. 

Для дослідження введемо лагранжеві координати (x1, x2, x3), які в 

початковому стані співпадають з декартовими координатами (y1, y2, y3). 

Вважаємо, що початковий напружено-деформований стан у півпросторі є 

однорідним, а пружні потенціали – двічі неперервно-диференційовані функції 

алгебраїчних інваріантів тензора деформацій Гріна [2]. Матеріали тіл, що 

контактують будемо вважати ізотропними стисливими або нестисливими з 

довільною структурою пружного потенціалу. У випадку ортотропних 



матеріалів приймається, що пружно-еквівалентні напрямки співпадають з 

напрямками осей координат. 

У системі кругових циліндричних координат ),,( 1zr  , де 3
1

11 yvz  , 5.0
11 nv  , 

21 nn   (корені визначального рівняння [2]) такій постановці відповідають 

граничні умови:  
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lk, (k=1, 2) залежать від характеру пружного потенціалу і подані в [2]. 

Умова рівноваги, що встановлює зв’язок між осіданням торця і 

рівнодійною навантаження Р має вигляд:  
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Методика розв’язання даної математичної моделі поділяється на два 

етапи: аналітичний, який висвітлений у працях [9, 10], та чисельний [10, 11].  

У статтях [9, 10] з використанням співвідношень лінеаризованої теорії 

пружності представлено розв’язки вісесиметричної задачі про контактну 

взаємодію жорсткого циліндричного кільцевого штампа на пружний півпростір 

з початковими напруженнями без врахування сил тертя у випадку нерівних та 

рівних коренів визначального рівняння [2] в загальному вигляді для теорії 

великих початкових деформацій та двох варіантів теорії малих початкових 

деформацій при довільній структурі пружного потенціалу. Також, розроблено 

алгоритм та комп’ютерну програму [11] для числового обчислення компонент 

напружено-деформованих станів контактуючих тіл.  

В результаті проведеного дослідження, для потенціалів найпростішої 

структури (Трелоара, Бартенєва-Хазановича та гармонічного потенціалу) 

можна зробити висновок, що вплив початкових напружень на закон розподілу 

контактних характеристик півпростору на який тисне жорсткий кільцевий 

штамп є суттєвим і повинен враховуватися при розрахунках на міцність у 

деталях конструкцій. А розроблений алгоритм числового обчислення 

компонентів напружено-деформованого стану дозволяє використовувати його 

при інженерних розрахунках, що значно полегшує складність досліджень. Тому 

він може безпосередньо використовуватись для дослідження різноманітних 

ізотропних, трансверсально-ізотропних або композитних матеріалів при 

моделюванні технологічного обладнання, деталей машин, колон будівель та 

іншого. Також, числова реалізація дає змогу графічно відображати вплив 

початкових напружень на закон розподілу контактних характеристик тіл, для 

потенціалів найпростішої структури, що значно полегшує візуальну 

інтерпретацію розв’язку задачі.  
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