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Введение

Процесс вдавливания острого жесткого конуса в плоскую деформируемую плоскость получил широкое практическое применение. В машиностроении для определения твердости, как одной из основных механических характеристик металлов, используется метод Роквелла [1]. В соответствии с этим методом твердость определяется по глубине вдавливания алмазного конуса с углом при вершине 
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 при нагрузке 60 и 150 кг.

В легкой промышленности создание соединений практически всех изделий из ткани и кожи выполняется с помощью игл [2], то есть тонких стержней с острым коническим конусом.

Заметим также, что иглы используются в медицине при лечении с помощью иглоукалывания.

Во всех случаях, когда в технологическом процессе используется внедряющий конус для изучения и совершенствования процессов необходимо знать параметры механики вдавливания конуса: давление, напряжение, площадь контакта и т.д. В данной работе предлагаются методы решения контактных задач о вдавливании конуса с определением этих параметров.

1 Метод экспериментально-теоретического равновесия (МЭТР)

1.1 Решение с помощью одного уравнения равновесия

1.1.1 Общее решение

10 Постановка задачи
Рассматривается вдавливание силой 
[image: image5.wmf]Q

 жесткого острого конуса с углом при вершине 
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 в плоскую поверхность деформируемого тела. Предварительно из эксперимента при вдавливании измеряется максимальное контактное перемещение 
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 (рис 1.1), результаты эксперимента аппроксимируются в виде степенной функции вида:
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Ставится задача: используя функцию (1.1.1) определить функцию нормальных контактных давлений 
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 на поверхность конуса.
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Рис 1.1 - Схема внедрения жесткого конуса в плоскую поверхность деформируемого тела

В соответствии с МЭТР [7] будем полагать, что при некоторых допущениях решение можно получить, используя только одно уравнение равновесия конуса:


[image: image11.wmf](

)

ò

s

=

F

dF

r

Q

,                                                                    (1.1.2)

где 
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 ( контактная поверхность конуса; 
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 ( радиальная координата точек поверхности.

Преобразуем общее уравнение равновесия следующим образом. Двумя плоскими сечениями выделим на поверхности конуса кольцевую область с площадью боковой поверхности 
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 (рис. 1.1). Площадь проекции этой кольцевой области на горизонтальную плоскость 
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 может быть определена из соотношения:
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где 
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 ( угловая координата точки поверхности.

Элементарную площадь поверхности конуса 
[image: image18.wmf]dF

 выразим через площадь проекции:
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Сила, действующая по нормали к элементарной площадке, равна:


[image: image20.wmf](

)

(

)

g

y

s

=

s

=

¢

sin

rdrd

r

dF

r

Q

d

.                                                           (c)

Проекция 
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 этой элементарной силы 
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 на вертикальную ось, равна:
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Интегрируя по всей поверхности конуса, имеем:
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Контактные перемещения точек деформируемой поверхности после вступления в контакт не могут быть определены однозначно, так как зависят от многих факторов: силы трения, модуля упругости и коэффициента Пуассона деформируемого тела, ортотронности свойств материала и т. д.

В связи с этим, в дальнейшем, в качестве базовой функции используем однозначные контактные перемещения точек поверхности конуса и из геометрии (рис 1.1.) следует:
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максимальное значение этой функции:
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где 
[image: image27.wmf]a

 ( радиус отверстия прокола поверхности конусом (рис 1.1).

Таким образом, задача состоит в определении функции нормальных контактных давлений 
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 на конус при использовании исходной функции (1.1.1), основного уравнения равновесия (1.1.3) и геометрического соотношения (1.1.4).

20 Решение задачи

В качестве основного допущения будем полагать, что функция нормальных контактных давлений 
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 определяется контактными перемещениями 
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или
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где 
[image: image33.wmf]x

 и 
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 ( искомые параметры.

Выразим условие равновесия (1.1.3) через функцию контактных перемещений следующим образом:

1) дифференцируя (1.1.4), имеем:
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2) с другой стороны из (1.1.4):
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3) подставляя (e) и (f) в (1.1.3), получаем:
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или
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После интегрирования с учетом (1.1.5), получаем:
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Приравнивая функцию диаграммы вдавливания (1.1.1) к (1.1.9), имеем:
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Из условия выполняемости уравнения (1.1.10) при любых значениях 
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Второй параметр 
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 получаем из (1.1.10) с учетом (1.1.11):


[image: image47.wmf](

)

(

)

(

)

g

p

-

=

g

p

+

a

+

a

=

x

2

2

tg

2

1

tg

2

2

 

1

n

cn

c

.                                               (1.1.12)

Подставляя (1.1.11) и (1.1.12) в (1.1.7), получаем функцию давлений:
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Из этого итогового соотношения следует, что вид распределения решающим образом зависит от величины показателя степени 
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 максимум давлений находится в вершине конуса 
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 максимум давлений находится в точке 
[image: image54.wmf]a

r

=

, на начальной поверхности деформируемого тела.

1.1.2 Анализ решения, случай 
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Максимальное давление в этом случае из (1.1.13) имеет место при 
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или выражая величину 
[image: image58.wmf]a

 через глубину вдавливания 
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 по (1.1.5), имеем:
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Выразим максимальное давление через среднее:
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Коєффициент концентрации давлений 
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 получим разделив (1.1.15) на (1.1.16):
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При 
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 распределение давлений равномерное.

1.1.3 Анализ решения, случай 
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10 В этом случае функция распределения контактных давлений (1.1.13) принимает вид:
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При 
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, в вершине конуса контактное давление определяется соотношением:
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или
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Среднее давление при 
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 по (1.1.16) можно записать в виде:
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тогда относительное давление при 
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20 В точке 
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 функция (1.1.18) принимает максимальное значение, устремляющееся к бесконечности. Это особая точка функции, фактически в этой точке нет решения. Положение усложняется еще и тем, что интеграл от функции (1.1.18) в точке 
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Действительно интеграл:
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где 
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Очевидно, что при 
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Для устранения особенности в точке выполним два действия:

1) введем в зоне 
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 условие 
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2) учтем изменение функции распределения давлений при интегрировании.

30 Уточнение решения

Будем полагать, что распределение нормальных давлений под конусом описывается соотношениями:
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Координата 
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 определяется из условия равновесия:
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где
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Аналитическое решение (1.1.25) относительно 
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 затруднено. При практических расчетах лучше использовать графический способ определения 
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Заметим, что для вдавливания конуса 
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 является приближенным условием перехода в пластическое состояние. Более точное условие может быть получено при рассмотрении упруго-пластического напряженного состояния в деформируемой среде численными методами, например МКЭ.

1.2 Решение задачи с помощью функционала

1.2.1 Функционалы задачи и их минимизация

10 Функционал 
[image: image92.wmf](

)

a

F

1

 при отсутствии сил трения может быть получен из условия выполнения уравнения равновесия конуса в любой момент протекания процесса нагружения.

С учетом (1.1.1) и (1.1.3) имеем:
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или с учетом (1.1.5):
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20 Решение любой задачи вариационным методом состоит из двух этапов:

1) на первом этапе необходимо из любых соображений (интуитивно, из эксперимента и т. д.) выбрать вид и форму искомой функции с точностью до некоторого количества параметров;

2) на втором этапе после подстановки выбранной формы искомой функции функционал переходит в функцию многих переменных; далее из условий минимума этой функции отыскиваются необходимые параметры.

В общем случае, если давление 
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 параметров, то после подстановки в функционал получаем функцию 
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Параметры 
[image: image100.wmf]i

x

 определяются из решения этой системы.

30 Другая форма функционала 
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 может быть получена при условии равновесия, выраженного через функцию перемещения 
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В условии равновесия:
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с учетом (1.1.4) имеем:
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тогда
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С учетом зависимостей (1.1.1) и (1.2.4) имеем функционал:
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40 Функционал 
[image: image109.wmf](
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 с учетом сил трения. Будем полагать, что по поверхности конуса действуют нормальные давления 
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 и касательные силы трения:
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Спроектировав все эти силы на вертикальную ось 
[image: image112.wmf]y

,  получаем:
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Таким образом, уравнение равновесия и вертикальной оси с учетом сил трения имеет вид:
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С учетом (1.1.1) можно записать функционал:
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50 Функционал 
[image: image118.wmf](
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 с учетом сил трения при использовании (1.1.5) по аналогии с (1.2.5) имеет вид:
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Заметим также, что (1.2.9) можно записать в виде:
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1.2.2 Решение задачи с помощью функционала 
[image: image121.wmf](
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10 Решения задачи, выполненные в п. 1.1 содержат два предельных случая: максимальное давление имеет место либо в точке 
[image: image122.wmf]0
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, либо в точке 
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. Решения с помощью одного уравнения равновесия ограничиваются степенной функцией давлений с двумя параметрами 
[image: image124.wmf]x

 и 
[image: image125.wmf]a

. Решения с помощью одного уравнения здесь возможно только благодаря случайно благоприятной форме разрешающего уравнения. Решение при большем числе параметров или в виде функции с двумя параметрами другого вида по одному уравнению равновесия невозможно.

В связи с этим здесь рассматривается использование функционала задачи.

Покажем процедуру решения на примере функционала типа 
[image: image126.wmf](
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В качестве пробной функции возьмем давление в форме:
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где 
[image: image129.wmf](
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Подставляя (1.2.13) в функционал (1.2.5), получаем:
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После интегрирования внутреннего интеграла имеем:
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Подставляя в выражение (1.2.14), имеем:
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где 
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4

tg

2

2

g

p

=

A

; 
[image: image134.wmf]3

4

tg

2

2

g

p

=

B

.

Из условия  минимума функции из (1.2.15):
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имеем систему двух уравнений:
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После интегрирования и преобразований имеем систему:
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или
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Решая систему (1.2.18), имеем:
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или           
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Подставляя (1.2.19) и (1.2.20) в (1.2.13), получаем:
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Заметим, что в выражении для давления сохранилась особенность в точке 
[image: image150.wmf]0
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. Эту особенность можно устранить из физических соображений, полагая 
[image: image151.wmf]HB
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Однако важно заметить, что интегралы в решении особенностей не имеют, это собственные интегралы, то есть решение в принципе корректное.

2 Метод алгебраических уравнений (МАУ) и связь с МЭТР

2.1 Общее решение задачи МАУ
10 Рассматривается вдавливание жесткого острого конуса в плоскую поверхность деформируемого тела.

Будем полагать, что в соответствии  с МАУ нормальные контактные давления пропорциональны контактным перемещениям. Можно различать три разных функции контактных перемещений точек, вступивших в контакт:

1) 
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, или вертикальные перемещения:


[image: image154.wmf]
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это соответствует условиям сцепления в контакте;

2) 
[image: image156.wmf](
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 ( контактные перемещения по оси 
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 или горизонтальные перемещения:
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это соответствует отсутствию сил трения в контакте;

3) 
[image: image159.wmf](
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 ( контактные перемещения по нормали к поверхности конуса:
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или 
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Это некий наиболее общий случай.

Определение действительной траектории перемещения точки после вступления в контакт - это сложная задача, реально решаемая только экспериментально. 

При решении задачи методом алгебраической формы функции податливости необходимо знать не только траекторию точки, но и зависимость контактных перемещений от давлений в виде нелинейной функции:
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где 
[image: image163.wmf]m
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 ( параметры модели. 

Сначала покажем процедуру определения контактных давлений при известных параметрах 
[image: image164.wmf]m
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 модели, а затем обратимся к вопросу определения этих параметров.

20 Постановка задачи
Пусть известна модель деформирования в форме (2.1.4) и условие равновесия конуса:
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Для определенности примем функцию контактных перемещений по (2.1.1):
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Требуется выразить контактные давления 
[image: image167.wmf](
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 через параметры модели деформирования и нагрузку.

30 Решение
Приравнивая (2.1.6) и (2.1.4), получаем:
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отсюда
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или
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40. Величину размера радиуса 
[image: image171.wmf]a

 окружности прокола определим из условия равновесия. Подставляя (2.1.8) в (2.1.5):
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Будем далее полагать, что 
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далее 
[image: image176.wmf]m

 употребляется по модулю. После интегрирования имеем:
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или                                                                          
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отсюда:
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2.2 Связь методов МЭТР и МАУ
В разделе 1 задача о вдавливании жесткого конуса в деформируемую плоскость решена методом экспериментального равновесия, а в разделе 2 методом алгебраических уравнений. 

Сравнение результатов решения одной задачи разными методами позволяет определять параметры 
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 податливости основания через параметры 
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 диаграммы вдавливания клина.

Сопоставляя форму решения (МАУ (2.1.9)) и форму решения МЭТР (1.1.13), находим взаимосвязь параметров 
[image: image183.wmf]m

 и 
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отсюда:
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Приравнивая далее коэффициенты при функциональной части, получаем:
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отсюда:
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Таким образом, параметры 
[image: image191.wmf]m

 и 
[image: image192.wmf]n

 алгебраической модели податливости основания под клином выражаются через параметры степенной функции диаграммы вдавливания. 

3 Эксперименты по вдавливанию конуса

3.1 Вдавливание жесткого конуса в пластилин

10. Жесткий металлический конус с полным углом при вершине 
[image: image193.wmf]o

41

2

=

g

 вдавливается при разных нагрузках в пластилин (ГОСТ 6-15-1525-86).
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Рис 3.1 - Зависимость нагрузки 
[image: image195.wmf]Q

 от размера отверстия при вдавливании жесткого конуса в пластилин

Каждой нагрузке соответствует своя лунка, то есть для каждой нагрузки использовался новый участок на пластилине. Для каждой нагрузки измерялся максимальный остаточный диаметр отверстия.

Результаты испытаний, усредненные для трех точек, представлены в таблице 3.1 и на рис 3.1.

Таблица 3.1 

Результаты вдавливания клина в пластилин
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20. Диаграмма вдавливания апроксимируется степенной функцией:
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Показатель степени степенной апроксимации определяется по двум точкам по зависимости:
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второй параметр:


[image: image201.wmf](

)

n

n

a

Q

c

1

1

tg

g

=

.                                                                   (3.1.3)

Для вычислений возьмем две точки:
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тогда по (3.1.2) имеем:
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по (3.1.3), имеем:
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30. Так как 
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, то функцию давлений будем вычислять по (1.1.18).

Разделив (1.1.18) на (1.1.19), представим функцию давлений в безразмерном виде:
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При 
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Для некоторых других значений 
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 приведены в таблице 3.2 и на рис 3.2.

Определим среднее контактное давление:
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в точке 
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 давление ниже среднего:
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с коэффициентом концентрации:
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40. Для определения реальной точки с наибольшим давлением по критерию:
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необходимо определить твердость пластилина.

При вдавливании шарика диаметром 13,8 мм в пластилин в течение 10 с силой 0,5 кг получена глубина вдавливания 
[image: image220.wmf]25
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По известной формуле [4] для расчета твердости по Бринелю находим для пластилина:
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Таким образом, максимальное давление в контакте конуса с пластилином не превышает          0,046 кг/мм2.
В результате особенность в теоретическом решении для функции контактных давлений устраивается из физических соображений.

Заметим, что условие (3.1.5) является приближенным, так как 
[image: image222.wmf]HB

 ( твердость по Бринелю равна давлению, при котором протекают пластические деформации в контакте шара и плоскости. В контакте конуса и плоскости напряженное состояние будет другим, и величина типа 
[image: image223.wmf]HB

 будет отличаться от найденной по Бринелю. 

Таблица 3.2

Распределение относительных давлений по поверхности конуса
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3.2 Соударение конуса и плоскости
10. При упругопластическом соударении тел [5] разной формы из разных материалов для описания процесса используется экспериментально полученная силовая характеристика, функционально связывающая упругопластические максимальное перемещение 
[image: image230.wmf]0
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 и общее контактное усилие 
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 в форме:
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Связь между параметрами этих зависимостей очевидна из обращения (3.2.1):
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20. В книге [5]  приведено значительное количество результатов по соударению конусов и плит из разных материалов.

В качестве примера рассмотрим здесь порядок и результат использования методики определения контактных давлений под стальным конусом, вдавливаемым в плиту из свинца при следующих исходных данных [5] для клина:

1) сталь 45;

2) угол при вершине 
[image: image237.wmf]o
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;

3) максимальная сила при соударении 
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4) максимальное внедрение 
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5) показатель степени диаграммы вдавливания в форме (3.2.2)  
[image: image240.wmf]613
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6) второй параметр 
[image: image241.wmf]c

 функции (3.2.2).
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30. Расчет функции давлений выполним по аналогии с 3.1.

Так как в этом случае также как и в предыдущем:
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то функцию давлений будем вычислять по (1.1.18), а относительное давление по (3.1.4):
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Для некоторых характеристик точек определим численные значения, которые приведены в таблице 3.2 и на рис 3.2.

Относительная величина среднего давления:
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Относительная величина твердости:

[image: image249.wmf](
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Низкое значение относительной величины твердости для свинца означает, что:

1) давления по поверхности конуса в заданных условиях из-за высокой пластичности можно считать равномерно распределенными;

2) условия пластичности под шаром и под конусом могут быть существенно разными из-за разного напряженного состояния.

3.3 О болевых ощущениях при вдавливании иглы в мышечную ткань

10. Полученные результаты о функции распределения давлений по поверхности конуса позволяют высказать следующие соображения о механизме возникновения болевых ощущений при уколах или вдавливании острой конически заточенной иглы в живую мышечную ткань.

Интуитивно мы полагаем, что боль при иглоукалывании возникает от надавливания на ткань острой иглы, то есть от очень большого давления в вершине конуса (иглы).

Наше решение показывает, что вероятней всего болевые ощущения возникают, главным образом от растяжения по окружности поверхности ткани (кожи).

В пользу этого допущения говорят два факта, следующих из решения:

1) давления иглы вблизи поверхности максимальные, теоретически стремящиеся к бесконечности, и практически равные напряжению разрушения ткани;

2) деформации, возникающие при этом в точке контакта иглы с поверхностью кожи в точке 
[image: image250.wmf]0

=

r

 также стремятся к бесконечности, так как начальная длина 
[image: image251.wmf]l

 растягиваемого участка кожи равна нулю, поэтому 
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Из этого механизма следует, что для снижения болевых ощущений при иглоукалывании больший эффект дает уменьшение диаметра иглы, чем эффект от более острой ее заточки.

Высказанные соображения подтверждаются размерами игл, используемых в иглотерапии, диаметр этих игл находится в интервале 0,25-0,35 мм, что намного меньше диаметра игл для укалывания  при введении лекарств. Это объясняет большие болевые ощущения в последнем случае.

20. Болевые ощущения от внешнего воздействия являются одним из показателей состояния участка тела в настоящее время, как мы полагаем, отсутствуют количественные оценки определения этого показателя. В то же время это важно знать как при проектировании инструмента для разделения поверхности кожи и мышц, так и при проектировании устройств, защищающих тело от повреждений, например, в спорте.

Метод количественной оценки болевых ощущений можно построить по аналогии с методом оценки прочности в механике деформируемого тела или в наиболее простой её части сопротивления материалов разрушений. Метод состоит в том, что действующие напряжения 
[image: image253.wmf]пр
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 сравниваются с аналогичными, допускаемыми 
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 напряжениями, при которых происходит разрушение материалов.

В случае, если действующие напряжения превышают допускаемые, происходит разрушение:
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По другой теории прочности сравниваются действующие 
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 приведенные и допускаемые 
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 деформации:
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Живая ткань в отличие от неживого материала состоит из мышечной ткани и нервных волокон, которые играют роль датчиков деформаций. Чем больше деформации ткани, тем больше деформации нервной ткани. При деформациях, когда происходит разрыв тканей, нервы создают сигнал наибольшей боли.

Таким образом, для построения метода расчетной оценки уровня боли, создаваемой внешним воздействием, необходимо знать две величины: 1) величину действующей деформации в точке; 2) величину болевого сигнала, генерируемого нервом в условиях заданной деформации.

В нашей работе дается методика определения действующих деформаций. Определение связи действующих деформаций и болевых усилий ( отдельная задача, которую здесь мы не рассматриваем.

30. Рассматриваем определение деформаций в мышечной ткани при вдавливании конической иглы. В предыдущих разделах была дана методика определения конических давлений от иглы на ткань. Оказалось, что эти давления имеют наибольшие значения в контакте иглы с поверхностью мышечной ткани, в которую вдавливается игла.

Будем рассматривать деформацию поверхности мышечной ткани в предположении, что в самый начальный момент касания вершины иглы в поверхность, разрушается и образуется пятно контакта равным радиусу 
[image: image259.wmf]a

 закругления иглы.

Можно предположить, что эта величина находится в пределах 
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Величину деформации поверхности ткани при вдавливании иглы на  глубину 
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 EMBED Equation.3  [image: image262.wmf] определили по схеме рис. 3.2. 
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Рис 3.2 - Схема деформации поверхности ткани при вдавливании иглы
При начальном пятне разрыва радиусом 
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 и конечном радиусе отверстия в поверхности ткани 
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 окружная деформация ткани определится из соотношения:
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Например, при 
[image: image268.wmf]=
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0,05 мм и диаметре иглы для инъекций 0,8 мм относительная деформация равна:
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То есть относительная деформация увеличивается по сравнению с начальной в 15 раз, другими словами относительная деформация составляет 1500 % .Эта очень большая деформация неизбежно приведет к разрыву тканей поверхности и значительным большим ощущениям.

40. Изучение механизма деформирования поверхности мышечной ткани при вдавливании иглы может способствовать поиску путей снижения болевых ощущений при иглоукалывании

Один из таких путей найден в конструкции в традиционной игле для инъекций: заточка иглы выполнена в виде острой плоской заточки. Такая заточка приводит к тому, что ткань в начальный момент надрезается по линии. Дальнейшее внедрение иглы происходит при увеличении разрывов ткани только в двух точках на краях плоскости разреза.

Так как, очевидно, уровень или сила болевых ощущений пропорциональна объему ткани, участвующей в разрушении, то при деформировании ткани с надрезом боль меньше, чем при деформировании ткани растяжением по всему периметру контура иглы.

Выводы
1. При вдавливании жесткого острого конуса в плоскую поверхность деформируемого тела возможны два принципиально (по распределению давлений) разных параметра в функции диаграммы вдавливания:
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1) показатель степени 
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; в этом случае максимальное давление имеет место в вершине конуса и превышает среднее в 
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2) показатель степени 
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 в этом случае максимальное давление имеет место на поверхности конуса в точке с координатой 
[image: image274.wmf];

a

r

=

 это давление при 
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 устремляется к бесконечности.

2. В действительности по данным эксперимента, приведенного в работе и по многочисленным литературным экспериментальным данным показатель степени 
[image: image276.wmf]2
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n

, то есть давления увеличиваются по направлению к исходной поверхности деформируемого тела.

Предложено особенность в зоне больших давлений устранять, ограничивая их твердостью деформируемого материала.

3. Методы теоретического и экспериментального равновесия и алгебраических уравнений испо-льзованы для решения задачи для конуса достаточно эффективно. 

4. Интересно отметить принципиальное различие в функциях давлений, возникающих при вда-вливании клина и конуса: при вдавливании клина, как правило, 
[image: image277.wmf]2
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 и максимальные давления имеют место в вершине клина [6]; при вдавливании конуса, как здесь показано 
[image: image278.wmf]2
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 и максимальное давление имет место вблизи исходной плоскости деформируемого тела.

5. Очень интересен также факт практического постоянства коэффициента 
[image: image279.wmf]n

 для вдавливания конуса независимо от материала деформируемого элемента, угла конуса и скорости соударения [5]. При этом не имеет значения, что деформируется конус или контртело. 
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