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МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСУ ЗАПОВНЕННЯ РОЗПЛАВОМ ПОЛІМЕРУ 

ПОРОЖНИНИ ПРЕС-ФОРМИ З АРМУЮЧИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ 
 
Розроблена  математична  модель  процесу  заповнення  прес­форми  розплавом  полімеру  та  виведені  на 

основі  даної  моделі  матричні  рівняння  для  розв’язку  їх  методом  скінчених  елементів  для  плоского  та 
осесиметричного  випадків.  Дана  модель  пов’язує  геометричні  параметри  порожнини  прес­форми,  технологічні 
параметри процесу лиття під тиском, властивості матеріалу з одного боку та структуру готового полімерного 
виробу з іншого. 
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MODELING OF THE PROCESS OF FILLING WITH POLYMER  
MELT THE CAVITY OF MOLDS WITH REINFORCING ELEMENTS 

 
We developed the mathematical model of the process of filling the mold with the polymer melt, and on the basis of the model, we 

deduced matrix equations for solving them by finite element for plane and axisymmetric cases. This model links the geometrical parameters 
of  the mold cavity,  technological parameters of  injection molding, material properties on  the one hand, and  the  structure of  the  finished 
polymer product on the other hand. 
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Сьогодні широке застосування в легкій промисловості отримали полімерні вироби, що є 

гетерофазними системами, тобто системами, що складаються з двох і більше компонентів із збереженням 
індивідуальності кожного з них. 

Процес отримання таких виробів полягає в заповненні полімерним матеріалом порожнини прес-
форми із заздалегідь розміщеними в ній різними наповнювачами (армуючими елементами). Армуючі 
матеріали можуть бути у вигляді волокон, джгутів, ниток, стрічок, багатошарових тканин. Вміст армуючого 
матеріалу в орієнтованих полімерах становить 60–80% від загального обсягу, в неорієнтованих (з 
дискретними волокнами) – 20–30% від об'єму. Чим вище міцність і модуль пружності волокон, тим вище 
міцність і жорсткість композиційного матеріалу. Композиційні матеріали відрізняються від звичайних 
матеріалів більш високими значеннями границі витривалості (на 50–100%), модуля пружності, коефіцієнта 
жорсткості і зниженою схильністю до тріщин. Застосування композитних матеріалів підвищує жорсткість 
виробу при одночасному зниженні її матеріалоємності, якщо як наповнювач використовувати волокна 
перероблених полімерних відходів. 

Однак, існує один суттєвий недолік, який полягає в тому, що при заповненні полімерним 
матеріалом порожнини прес-форми з армуючими елементами останні відіграють роль перешкод, при 
обтіканні яких утворюються спаї [1], що знижують фізико-механічні характеристики виробів. Для усунення 
даного недоліку пропонується змоделювати процес обтікання полімерним матеріалом армуючих елементів. 

Розроблений раніше кінцево-різницевий метод маркерів і комірок [1, 2] не здатний описувати течії з 
вільною поверхнею в геометрично складних каналах або при обтіканні декількох перешкод, якими є, 
наприклад волокна. Цей недолік відсутній в методі кінцевих елементів, який знайшов широке застосування 
в різних областях науки і техніки. Відзначимо роботи, в яких МСЕ безпосередньо використовувався для 
вирішення завдань течії рідини з вільною поверхнею. 

В статті [3] даний чисельний аналіз руху нев'язкої рідини через водозлив. Варіаційний принцип 
виводиться для випадку, коли границя вільної поверхні формується силами тяжіння. В якості незалежних 
варійованих величин обрані функція току і профіль вільної поверхні. Рішення здійснюється за допомогою 
ітераційної процедури. Течія без деформування вільної поверхні розглянуто в [4]. 

Велика кількість робіт присвячено вивченню явища розбухання струменя при виході її з сопла 
литтєвого агрегату (ця задача методом кінцевих різниць вирішена в статті Синюк). У роботах [5] розв’язані 
задачі формування вільної поверхні рідини, що виходить з капіляра під дією поверхневого натягу, 
пружності і перерозподілу швидкостей.  

В роботі [6] за допомогою різних модифікацій методу скінченних елементів вирішені задачі про 
водозлив, утворення хвиль на поверхні рідини, що знаходиться в циліндричній посудині. В [7] розглянуто 
рух бульбашки повітря, що рухається з рідиною по циліндричному каналу. Плоска задача з вільною 
поверхнею з урахуванням сил поверхневого натягу вирішена в [8]. 

Для повзучих течій в'язкої рідини в роботі [9] запропонований метод псевдоконцентрацій, близький 
за своєю суттю до кінцево-різницевого методу МАС. Всім елементам сітки присвоюється 
псевдоконцентрація, значення якої вказує на наявність або відсутність в'язкої рідини. Даний підхід 
використовує ейлерову концепцію течії, аналогічну методу MAC. 
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В [10] запропоновано довільний лагранжево-ейлеровий підхід в кінцево-елементній постановці для 
вирішення задач течії ньютонівської рідини при великих переміщеннях вільної поверхні. 

Робіт, які застосовували МСЕ для розрахунку течій рідини з вільною поверхнею, вкрай мало. Це 
роботи [11], в яких при чисельній реалізації як варійовані функції використані компоненти тензора 
напружень і вектора швидкостей. Як приклади в цих роботах представлені процеси витікання рідини з 
зазору між плитами, витікання неньютонівської рідини з посудини, нахиленої до горизонту і розтікання 
циліндричного стовпа в'язкої рідини. Стаття [12] присвячена вирішенню осесиметричної задачі про 
витіканні рідини з круглої труби під дією сили тяжіння. 

В даний час мало робіт із застосування методу скінченних елементів для дослідження 
технологічних процесів лиття полімерів під тиском. Відзначимо тут роботи [13], присвячені розрахунку 
інжекційного формування, при якому відбувається заповнення плоскої щілини, при цьому вільна поверхня 
зазнає великі зміни форми. З останніх вітчизняних робіт в цьому плані необхідно відзначити роботи [14], в 
яких вирішені завдання про повному заповненні прес-форм неньютонівською рідиною, причому з 
урахуванням кінетики її затвердіння. 

В даній роботі наводиться математична формулювання завдання з позицій ейлерової і лагранжевої 
концепцій течії з тим же припущеннями, що і при використанні методу MAC, що випливають із специфіки 
розглянутого повільного, ізотермічного плину високов'язкої рідини, яке має місце при литті полімерних 
виробів легкої промисловості під тиском. 

Варіаційний принцип для задачі течії ньютонівській рідини був сформульований в роботі [15]. 
Функціонал, що відповідає цьому принципу, має вигляд: 
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Тут параметрами, які варіюють, є вектор швидкості v з компонентами iv  і скалярна величина тиску 

p ; ijd  – компоненти тензора швидкостей деформації;   – динамічна в'язкість рідини; ig  – компоненти 

вектора масових сил; V  – об’єм, що займає рідина; *S  – частина поверхні, на якій задані зусилля ir . Для 

випадку течії рідини з вільною від навантажень поверхнею інтеграл в рівнянні (1) зникає, тобто : 

   dVvgddpdpvF
V

iiijijii , . (2)

Згідно з варіаційним принципом векторне поле швидкості і скалярне поле тиску задовольняє 
рівнянням (1), (2) і граничним умовам для швидкостей. Тоді функціонал (2) приймає стаціонарне значення в 
тому і тільки тому випадку, якщо v  і p  є рішенням крайової задачі течії нестисливої ньютонівської рідини з 

вільною поверхнею. 
Розглянемо виведення матричних рівнянь МКЕ. Запишемо функціонал для суцільного середовища, 

розділеного на елементи, що зв'язані у вузлах: 
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Тут N  – кількість елементів, nV  – об’єм n -го елемента; n  – в'язкість рідини в n -му елементі; 

індекс T  означає транспонування. 
Усередині кожного елемента скалярне поле тиску і векторне поле швидкості апроксимується 

алгебраїчними поліномами відносно просторових координат 
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Матриця  ne  і  nc  рядок містять алгебраїчні поліноми, а стовпці  n
1  і  n

2  – є узагальненими 

змінними. 
Підставляючи в рівняння (4) значення координат вузлів елемента і вирішуючи отримані системи 

рівнянь відносно  n
1  і  n

2  отримаємо зв'язок між узагальненими і фізичними змінними: 
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де стовпці  v  і  p  представляють собою значення компонент вектора швидкості v  і тиску p  у вузлах, а 

матриці перетворення  n ,  n  залежать тільки від координат вузлів. 

Якщо тиск p  постійний в межах кожного елемента, то 

  ppn 0...1...0 . (6)
Тут рядок містить нулі, крім n -го члена, тоді поле тиску має розриви на межах елементів. 
Стовпець тензора швидкостей деформацій визначається співвідношенням: 

       vxd nnn  . (7)
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де матриця   xn  отримана диференціюванням матриці  nd  за координатами відповідно до визначення 

тензора швидкостей. З фізичних міркувань ясно, що p  і  nd  повинні бути функціями координат 

однакового ступеня, тому рядок   xcn  і матриця   xn  повинні містити поліноми однакового ступеня, а 

ступінь поліномів в матриці   xd n  повинна бути на одиницю вище. 

З огляду на (4), (5) і (7) функціонал (3) запишеться в такому вигляді: 

                 FvvAvvAppvF TTT
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Тут    TI 111000  – матричний аналог символу Кронекера, а вектор  F  представляє собою вектор 

навантаження, що включає масові сили. 
Візьмемо першу варіацію функціонала (8) і прирівняємо її до нуля: 

                     02, 211  FvApAvvAppvF TTT . (12)

Використовуючи незалежність варіацій, з рівняння (12) отримаємо систему матричних рівнянь: 
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Для більшої наочності можна переписати систему (13) у такому вигляді: 
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Виконання граничних умов здійснюється перетворенням відповідних рядків матриці  A  системи (14). 

Вирішуючи цю систему рівнянь, можна отримати розподіл швидкості і тиску на даному часовому 
кроці. Процедура розрахунку течії нелінійно в'язкої рідини абсолютно аналогічна процедурі, описаній в 
роботі [1, 2] для методу маркерів і комірок. Так само будується ітераційний процес, в якому на кожному 
етапі проводиться розрахунок поля швидкості рідини з в'язкістю, що визначена за відомим реологічним 
законом, і значенням швидкостей з попереднього циклу. Ітерації тривають до тих пір, поки в усіх елементах 
не виконається умова рівності величин інтенсивностей швидкостей зсуву із заданим ступенем точності. 

Розглянемо детальніше особливості матричних рівнянь для плоского і осесиметричного випадків. 
Нехай течія відбувається в площині декартової системи координат x , y . Вектор швидкості v  має 

відповідні компоненти u  і  . Розіб'ємо область течії на трикутні кінцеві елементи. Розглянемо трикутник з 
вузлами у вершинах kji ,, , всередині якого швидкості є лінійними функціями координат: 
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Тут    виражається через значення вектора швидкості у вузлах: 
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де   jkki
n

i yxyx 



2

1
1 ;  kj

n
i yy 




2

1
2 ;  jk

n
i xx 




2

1
3 . Решту отримують циклічною 

перестановкою індексів.  
Тут 

      jikikjkjin yyxyyxyyx 
2

1
, (17)

n  – площа трикутного елемента, 0n , якщо вузли kji ,,  розташовані проти годинникової 

стрілки. 
Підставляючи (16) в (15), отримаємо: 
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. (18)

Вираз для швидкостей деформацій отримаємо диференціюванням матриці за координатами x  і y  

відповідно до визначення тензора швидкостей: 
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де   
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Компоненти матриці  ne  не залежать від координат, отже, швидкості деформації є постійними в 
межах елемента. Тому і тиск також постійний в межах елемента 
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де рядок містить усі нулі, крім n -го елемента. 
Враховуючи позначення (18)–(20), з (9) випливає: 

           nkkjjii
kji

n
nT

V

nn AAAdVeIcA

n

  3232321111 ][][][ . 
(21)

Матриця  1A  має розмірність NM 2 , де M  – кількість елементів, а N  – кількість вузлів сітки. 

Матриця  nA2  визначається з рівняння (10): 
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, (22)

Матриця  2A  – квадратна матриця NN 22  . Ненульові елементи матриці  2A  знаходяться на 

перетині рядків rr 2,12   і ss 2,12   стовпців, де kjisr ,,,  . Блоки  rsA
2

 мають вигляд 
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Вектор-стовпець навантаження має такий вигляд: 

      Tyxyxyx
n

n
n

V

n FFFFFFdVgF

n

......
3


  . (24)

Розглянемо осесиметричну течію рідини. Будемо вважати вісь x  радіусом. Компоненту швидкості в 
цьому напрямку позначимо u . Вісь симетрії направимо уздовж осі y , а відповідна компонента швидкості 

буде  . В якості кінцевого елемента в цьому випадку розглядається кільце, що утворене обертанням 
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трикутника навколо осі y . Для компонент швидкості u  і   та компонент матриці ][ m  справедливі 

співвідношення (15), (16) і (17). 
Геометричні співвідношення, що зв'язують компоненти тензора швидкостей з компонентами 

вектора швидкості мають вигляд: 

x

u
dxx 


 ; 

y
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
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u
dxy 2

1
. (25)

Тоді стовпець швидкостей деформацій n -го елемента визначиться як 
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де компоненти матриці  ne  виражаються через компоненти матриці  n  таким же чином, як і плоскому 

випадку. 

Тиск визначається з рівняння (20), тільки стовпець    TI 0111 . 

Обчислення матриць аналогічно плоскому випадку. Матриця  nA1  має вигляд (21), а кожна її 

підматриця  sA1   kjis ,,  визначається таким виразом: 

    nssss
s xyxA  03030211 2 , (27)

де    3/0 kji xxxx  ;   3/0 kji yyyy   – координати центра тяжіння трикутника kji ,, . 

Матриця  nA2  має вигляд (22). Якщо ввести позначення: 
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то її підматриці   stA2   kjist ,,,   будуть визначатися таким виразом: 
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(29)

Матриці  1A ,  2A  і вектор навантаження  F , що входять в рівняння (14), отримуються 

підсумовуванням відповідних матриць і векторів навантаження за елементами. 
Реалізація методу скінченних елементів в представленому вигляді приводить до симетричної 

системи лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих вузлових значень компонент вектора швидкості і 
тиску. 

Матриця  A  системи має стрічковий вид, тобто всі її ненульові коефіцієнти за межами стрічки 

дорівнюють нулю. Таким чином, 0 ij , якщо LSHji   і 0,  LSHkk  та 0,  LSHkk  хоча б для 

одного значення k . Тут LSH  – півширина, a 12 LSH  – ширина стрічки. Взагалі кажучи, нульові 
коефіцієнти можуть зустрічатися і всередині смуги. 

Формування симетричної стрічкової матриці  A  здійснюється таким чином. Область течії, що 
розглядається, покривається сіткою чотирикутних елементів, в межах кожного з яких тиск приймається 
постійним. Для отримання трикутної сітки всі чотирикутники діляться діагоналями на два елементи. 
Всередині утворених трикутників компоненти вектора швидкості є лінійними функціями координат і 
виражаються через вузлові значення швидкості. 

У кожному вузлі нумеруються дві компоненти вектора швидкості і тиск, який відноситься до 
верхнього лівого кута чотирикутника. Складання матриці ведеться за елементами трикутної сітки. 

Рішення результуючої системи лінійних рівнянь здійснюється методом Гаусса, що модифікований 
для симетричних стрічкових матриць. 

На основі описаної методики створено комплекс програм методу скінченних елементів, що дозволяє 
моделювати плоскі і осесиметричні течії нелінійно в’язких рідин з вільною поверхнею в областях складної 
форми та обтікання полімерним матеріалом різноманітних перешкод. В комплекс входять програми, що 
дозволяють автоматично розбивати вихідну область на трикутні елементи, формувати матрицю кінцевих 
елементів з урахуванням граничних умов, вирішувати систему лінійних рівнянь, яка утворилася, 
використовуючи її стрічковий характер і симетричність. Результат досліджень представлений на рис. 1. 
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t=1 c t=1,8 c

Армуючі елементи Лінія спаю

 
Рис. 1. Моделювання процесу заповнення полімером прес-форми з армуючими елементами 

 
Як видно з рис. 1 в процесі заповнення полімером порожнини з армуючими елементами 

утворюються лінії спаїв, що знижують експлуатаційні властивості виробів. Якщо в процесі експлуатації на 
виріб будуть діяти розтягуючи навантаження вздовж осі, то слід визначити такі конструкційні параметри 
прес-форми і технологічні параметри процесу лиття, які забезпечили б орієнтацію спаїв вздовж дії 
навантажень розтягу, що можливо, якщо змоделювати процес заповнення порожнини прес-форми. 

Висновки. Розроблена математична модель процесу заповнення прес-форми розплавом полімеру та 
виведені на основі даної моделі матричні рівняння для розв’язку їх методом скінчених елементів для 
плоского та осесиметричного випадків. Дана модель пов’язує геометричні параметри порожнини прес-
форми, технологічні параметри процесу лиття під тиском, властивості матеріалу з одного боку та структуру 
полімерного виробу з іншого. 

Отримані матричні рівняння тестувалися шляхом моделювання процесу заповнення полімером 
прес-форми з шістьома армуючими елементами. В результаті заповнення прес-форми був отриманий 
полімерний виріб, який містить лінії спаїв, що утворилися за армуючими елементами. Зазначені лінії спаїв 
орієнтовані під кутом до осі симетрії, а це означає, що експлуатаційні характеристики вздовж осі симетрії 
виробу з армуючими елементами будуть нижчими за експлуатаційні характеристики цього ж виробу, але без 
армуючих елементів. Тобто, покращуючи експлуатаційні показники поперек осі симетрії виробу шляхом 
додавання армуючих елементів, ми, тим самим, погіршили фізико-механічні показники вздовж осі симетрії 
виробу. 

Підбираючи конструкційні параметри прес-форми та технологічні параметри процесу лиття під 
тиском можна домогтися орієнтації спаїв вздовж осі симетрії полімерного виробу, що забезпечить 
незмінність експлуатаційних властивостей вздовж осі симетрії виробу та покращення їх в поперечному до 
осі напрямку. 
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