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Анотація. У статті розглянуто задачу проєктування компози-

ційного матеріалу з наперед заданими механічними характеристиками. 

Увагу приділено динамічному модулю пружності як цільовому параметру 
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оптимізації. На прикладі епоксиполіуретанового композиту описано ме-

тодику підбору концентрацій компонентів із використанням емпіричних 

даних і аналітичного підходу. 
 

Ключові слова: композиційні матеріали, епоксиполіуретан, дина-

мічний модуль пружності, математичне моделювання, оптимізація складу. 

 

Композиційні матеріали відіграють ключову роль у сучасному 

машинобудуванні, авіації, будівництві та інших галузях завдяки поєд-

нанню високої міцності, малої густини та стійкості до зовнішніх впли-

вів [1]. Однак досягнення оптимального балансу між фізичними та 

механічними властивостями вимагає ретельного підходу до вибору 

структури та складу матеріалу [2]. Однопараметрична оптимізація є 

одним із ефективних методів, що дозволяє змінювати лише один 

параметр (наприклад, вміст армувального компонента або температуру 

пресування) з метою максимізації або мінімізації певної характерис-

тики матеріалу. Такий підхід дає змогу глибше зрозуміти вплив окре-

мих факторів на властивості композицій та забезпечити більш ке-

рований процес проєктування нових матеріалів [3].  

У дослідженнях композиційних матеріалів (КМ) використо-

вують математичні моделі з обмеженим ізоморфізмом, які відобра-

жають лише ключові властивості об’єкта. Основні задачі моделю-

вання: керування структурою КМ, прогноз їхніх експлуатаційних 

характеристик і виявлення механізмів структуроутворення. Ефектив-

ними є підходи, засновані на нелінійних моделях, що розширюють 

можливості аналізу та розробки КМ [4]. 

Розглянемо задачу проєктування композиційного матеріалу з 

заданими механічними властивостями. При цьому передбачається, що 

складові компоненти композиційної системи відомі, як і їхній вплив на 

окремі механічні характеристики матеріалу. Задача зводиться до ви-

бору оптимальних концентрацій цих компонентів для досягнення по-

трібних механічних властивостей. 

Для аналізу розглянемо епоксиполіуретановий композит. 

Епоксиполіуретан – це композитний полімерний матеріал, який поєд-

нує властивості епоксидних смол і поліуретанів. Завдяки цьому він має 

високу міцність, хімічну стійкість, еластичність і зносостійкість [5]. 

Епоксиполіуретан в автомобілебудуванні застосовується для 

виготовлення та склеювання кузовних і внутрішніх деталей, як захисне 

антикорозійне та віброізоляційне покриття, а також для заливки 

електронних компонентів з метою захисту від вологи, пилу та тем-

пературних впливів. Завдяки високій міцності, еластичності й хімічній 
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стійкості, цей матеріал забезпечує довговічність і надійність автомо-

більних систем в умовах інтенсивної експлуатації. 

Композит отримують із таких вихідних складників: епоксидна 

смола (ЕД–20), отверджувач ПЕПА, модифікуюча добавка – поліізо-

ціанат, наповнювач – подрібнений кварцовий пісок [5]. 

Процес приготування композиту здійснюється в такій послі-

довності: спочатку змішують епоксидну смолу з отверджувачем про-

тягом 5 хв. Потім додають модифікуючу добавку та наповнювач і 

знову перемішують упродовж 5 хв. Завершальне формування епок-

сиполіуретану відбувається протягом наступних 24 годин у процесі 

полімеризації. В окремих випадках процес виготовлення доповнюється 

операцією термообробки [6]. 

Як цільову механічну характеристику розглядатимемо дина-

мічний модуль пружності епоксиполіуретану – Eс. Для його визна-

чення використано результати експериментальних вимірювань [5], а 

також відомі з літератури залежності, які описують вплив концентрації 

компонентів на модуль пружності [3, 5, 7].  

Аналіз експериментальних даних показує, що значення Eс при 

різних концентраціях отверджувача можуть бути апроксимовані полі-

номом 3-го порядку за концентрацією отверджувача, що описується 

формулою: 
 

3 2
0,653 18,032 78, 428 3500,500;c m m mE M M M        

 

де Мm – кількість отверджувача в масових частках на 100 ма-

сових часток смоли (кількість отверджувача змінювалася в межах від 

8 до 25 масових часток). 

Це рівняння відображає нелінійну залежність модуля пруж-

ності від кількості отверджувача, що є цілком очікуваним у полі-

мерних системах. Мала кількість отверджувача призводить до недос-

татньої зшивки. Надмірна кількість – до перенасичення й дефектів. 

Для визначення впливу кількості поліізоціанату на динамічний 

модуль пружності скористаємося формулою, що зазвичай використо-

вується для попередньої оцінки модуля пружності новорозроблюваних 

композитів [3]: 

 7,1

mod111 MEE mc 
, 

 

де Еm – модуль пружності матриці; Мmod – кількість моди-

фікатора в масових частках на 100 масових часток смоли (кількість 

модифікатора змінювалася в межах від 0 до 20 масових часток). 
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Це рівняння описує вплив поліізоціанату, який модифікує 

структуру полімеру (збільшуючи зшивку або змінюючи структуру). 

Нелінійна форма 7,1

modM  свідчить, що вплив не прямо пропорційний – з 

ростом концентрації ефект спочатку посилюється, а потім може на-

сичуватися. 

Дисперсний наповнювач – кварцовий пісок – додають до ком-

позиту для його здешевлення та підвищення модуля пружності Ес. 
Існують рівняння, які прогнозують властивості композитів із армую-

чим наповнювачем. Для кварцового піску найбільш застосовне рів-

няння Гутто–Смолвуда [5]: 
 

 21 2,5 φ 14,1 φc mE E      , 

 

де φ  – об’ємний вміст наповнювача.  

Для дисперснонаповнених композитів кількість добавки за-

звичай варіюється в межах від 0 до 0,7 об’єму композиту. Припустимо, 

що в якості наповнювача використовується кварцовий пісок з такими 

параметрами: густина ρ = 1855(кг/м³), питома поверхня s = 250 (м²/кг), 

коефіцієнт компактності η = 0,86 [5]. Наповнювачі з таким показником 

компактності відносять до високополідисперсних, і для них опти-

мальне значення об’ємного вмісту визначається нерівностями [5, 7]: 
 

   
3 3

7 7

0,637 0,870
φ

2,3 10 ρ 1 2,3 10 ρ 1s s 
 

       

. 

 

У результаті розрахунків отримано інтервал варіювання об’єм-

ного вмісту наповнювача від 0,41 до 0,57. 

Об’єднавши всі наведені формули, отримуємо узагальнене 

рівняння, яке описує залежність динамічного модуля пружності епок-

сиполіуретанового композиту від кількості вихідних компонентів:  
 

 

   

3 2

1,7 2
mod

0,653 18,032 78,428 3500,500

           1 11 1 2,5 φ 14,1 φ .

c m m mE M M M

M

        

       

     (1) 

 

Це дозволяє повністю охарактеризувати проєктований ком-

позит через встановлення функціонального зв’язку між величиною Ес і 
концентраціями його складових. 
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На рис. 1 подано поверхні залежності динамічного модуля 

пружності Eс епоксиполіуретанового композиту від масових часток 

отверджувача і модифікатора (1) при фіксованих значеннях об’ємної 

частки кварцового піску φ = 0,49 (рис. 1, а) та φ = 0,55 (рис. 1, б). 

 

 
 

а 

 
  

б 
 

Рис. 1. Поверхня залежності динамічного модуля пружності  

від концентрацій отверджувача та модифікатора  

для фіксованого вмісту кварцового піску: а) φ = 0,49; б) φ = 0,55 
 

З графічного аналізу рис. 1 видно, що збільшення кількості 

модифікатора та отверджувача суттєво впливає на зростання модуля 

пружності, особливо при їх поєднаному впливі.  
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Як видно з рис. 1, б, при збільшенні вмісту наповнювача 

модуль пружності значно зростає залежно від концентрацій отвер-

джувача та модифікатора – ефект підсилення є помітним. 

Постановка та розв’язання задачі оптимізації. Припустімо, що 

необхідно отримати епоксиполіуретан із динамічним модулем пруж-

ності 6000 МПа. У такому випадку цільова функція, яка слугує кри-

терієм для вибору оптимального складу матеріалу, має вигляд: 
 

 mod; ;φ 6000m cF M M E  . 

 

Математичне формулювання задачі. Позначимо кількість 

отверджувача Мm через х1, кількість модифікатора Мmod – через х2, а 

кількість наповнювача φ  – через х3. 

Результати попередніх досліджень, а також дані, відомі з нау-

кової літератури, дозволяють задати наступну систему нерівностей, 

яка визначає область проектування (рис. 2): 
 

8 ≤ х1 ≤ 25; 
 

0 ≤ х2 ≤ 20;                                              (2) 
 

0,41 ≤ х3 ≤ 0,57. 
 

Область допустимих значень параметрів композиту – це пара-

лелепіпед у тривимірному просторі, всередині якого можна варіювати 

склад композиту для подальшого аналізу його властивостей. 

Після введених позначень цільова функція набуває вигляду: 
 

   

   

3 2
1 2 3 1 1 1

1,7 2
2 3 3

, , 6000 0,653 18,032 78,428 3500,500

       1 11 1 2,5 14,1 .

F x x x x x x

x x x

         

       

(3) 

 

Задача полягає у знаходженні таких значень параметрів х1, х2, х3, 
які задовольняють системі обмежень (2) і водночас мінімізують зна-

чення цільової функції F(х1, х2, х3). 
Ця задача є задачею умовної багатовимірної оптимізації. Для її 

розв’язання є застосовним будь-який метод багатовимірного пошуку, в 

якому задачі одновимірної оптимізації розв’язуються відповідними 

методами одновимірного пошуку. Оптимізація може бути проведена з 

використанням програмного забезпечення (зокрема MATLAB, MathCAD, 

Excel, інших спеціалізованих програм).  
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Рис. 2. Область  

допустимих значень параметрів 

(концентрацій компонентів) 

композиту 

Рис. 3. Скрін вікна MathCAD  

з розв’язком задачі 

 

На рис. 3 подано розв’язок задачі (2)–(3), одержаний в системі 

комп’ютерної алгебри MathCAD. 

Висновки. Побудоване рівняння, яке є узагальненою емпі-

рично-теоретичною моделлю, що описує залежність динамічного мо-

дуля пружності Eс епоксиполіуретанового композиту від трьох ос-

новних компонентів: Mm – кількості отверджувача (ПЕПА), Mmod – 

кількості модифікатора (поліізоціанату), φ  – об’ємної частки квар-

цового піску. 

Модель комбінує емпіричні і теоретичні підходи: частина з Mm 

отримана з експериментальних даних (апроксимація); частини з Mmod і 

φ  – це апроксимовані або теоретично виведені множники. 

Модель відображає фізичні механізми зміцнення композиту: 

хімічне зшивання (отверджувач і модифікатор), наповнення твердими 

частками (кварцовий пісок), взаємодію компонентів між собою. 

Модель є узагальненням для інженерного застосування: рів-

няння зручно використовувати для прогнозу властивостей композиту 

при проєктуванні – варіюючи концентрації складових, можна перед-

бачити, як зміниться модуль пружності. 

Результати оптимізації: оптимальна кількість отверджувача: 

8,05 мас. ч.; оптимальна кількість модифікатора: 0,003 мас. ч. (міні-

мально допустима межа); оптимальна об’ємна частка піску: 0,411 (мі-

німально допустима межа). За таких параметрів композиту одержимо 

максимальний динамічний модуль пружності Eс ≈ 6000 МПа. 
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