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Комбінаторна теорія ігор – це математична теорія, що вивчає ігри двох осіб, де у кожен момент часу є позиція, яку гравці почергово змінюють певним чином, щоб досягти певного виграшу [1].Комбінаторні ігри можуть бути інтерпретовані як ігри на графах. Теорія ігор розглядає завдання, типові для ринкової економіки, прийняття рішень в умовах жорсткої конкурентної боротьби [2]. Застосування комбінаторних ігор розглянуто в [3]. Комбінаторні ігри на графах «Timber», «Timbush» та інші вивчені в [4].

У цій роботі продовжується дослідження комбінаторних ігор на графах, зокрема розглядається конкуренція двох провайдерів, яка зводиться до гри – «Графи без трикутників». Для розв’язання гри використовується авторський метод фінальних графів. Розроблений метод може бути використаний в інших математичних задачах.
Розглянемо задачу. Місто складається з n районів, два провайдери займаються прокладанням Інтернету. Для цього вони по черзі вибирають пару районів та з'єднують їх оптоволоконним кабелем. З метою економії матеріалів три райони міста не можуть бути попарно з'єднані кабелем. Провайдер, який не може прокласти нову лінію, програє. 
Сформулюємо цю задачу по-іншому. На початку гри неорієнтований граф G0=(V, E), де V – множина вершин, а E – множина ребер, який складається з n вершин(5 ≤ n ≤ 7), – порожній. Два гравці по черзі вибирають дві несуміжні вершини та з'єднують їх ребром. Гравець, який в графі отримав цикл довжиною три (трикутник), програв. Хто виграє за правильної гри для n=5, 6, 7?
Нехай граф Gk, який утворився під час гри після k кроків, такий, що додавання до нього будь-якого ребра приводить до утворення трикутника. Назвемо такий граф фінальним.

Очевидно, якщо граф фінальний двочастковий, то він повний, у протилежному випадку можна зробити хід між різними частинами двочасткового графу. Якщо k парне, то виграє другий гравець, тому що будь-який хід першого гравця приводить до утворення трикутника, і, навпаки, якщо k непарне, то виграє перший гравець.

Випадок n=5. Якщо фінальний граф Gk – повний двочастковий граф, то можливі випадки Gk=K1,4 або Gk=K2,3, ці графи відповідно складаються з чотирьох та шести ребер, тому виграє другий гравець (рисунки 1, 2). 
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Якщо фінальний граф не двочастковий, то він містить цикл непарної довжини. Окрім того, фінальний граф не містить трикутників, тому він містить цикл довжиною п'ять. У цьому випадку виграє перший гравець, тому завдання другого гравця – не допустити під час гри утворення циклу довжиною п'ять. 
Доведемо, що він завжди зможе це зробити. Нехай V={1, 2, 3, 4, 5}. Не зменшуючи загальності, можна вважати, що перший гравець першим ходом додає ребро σ1,2, тоді другий гравець робить хід σ2,3, після цього, якщо перший гравець додає ребро, яке інцидентне вершині "4", то другий гравець додає ребро σ2,5, а якщо перший гравець додає ребро, інцидентне вершині "5", то другий гравець додає ребро σ2,4. Після цих ходів перший гравець не зможе отримати цикл довжиною п'ять, тому що цикл довжиною п'ять без трикутників не має вершин степеня три, а ρ(2)=3. Отже, для графа з п'ятьма вершинами завжди виграє другий гравець.

Випадок n=6. У цьому випадку фінальний граф може бути повним двочастковим (K15, K24, K33) або графом Q, який містить цикл довжиною п'ять (1 2 3 4 5), та шосту вершину, що з'єднана з вершинами циклу двома ребрами (рис. 3 – 6).
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Якщо вершина 6 з'єднана з вершинами циклу одним ребром, то граф не є фінальним, оскільки можна додати ще одне ребро так, щоб не утворився трикутник. Якщо вершина 6 з'єднана з вершинами циклу трьома ребрами, то граф не є фінальним, оскільки він містить трикутник. У випадку фінального графа K15, K33 та Q виграє перший гравець. Тому першому гравцю потрібно не допустити фінальний граф K24. Очевидно, що граф K24 не містить три попарно несуміжні ребра. Тому першому гравцю для перемоги потрібно додати до графа три попарно несуміжні ребра. Першим ходом він додає ребро σ1,2. Якщо другий гравець своїм першим ходом додає ребро, неінцидентне вершинам 1 та 2, наприклад σ3,4, то перший додає ребро σ5,6 та досягає мети. Якщо другий гравець своїм першим ходом додає ребро, інцидентне вершинам 1 або 2, наприклад σ1,3, то перший гравець додає своїм другим ходом ребро σ3,4, якщо після цього другий гравець додає ребро σ5,6, то в графі одержується три попарно несуміжні ребра (σ1,2, σ3,4, σ5,6). Якщо другий гравець своїм ходом робить будь-який інший хід, то перший гравець своїм третім ходом робить ребро σ5,6, при чому цей хід не приведе до утворення трикутника.

1) σ1,2

σ1,3; 

2) σ3,4

σ*,*; 

3) σ5,6.
Отже, для n=6 виграє перший гравець.

Випадок n=7. У цьому випадку фінальний граф може бути повним двочастковим (K16, K25, K34) або граф Q5, який має простий цикл довжиною п'ять, або Q7, який має цикл довжиною сім (рис. 7 –11).
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У повних двочасткових графах (K16, K25, K34) кількість ребер дорівнює шість, десять та дванадцять відповідно, тому в кожному з цих випадків виграє другий гравець.

Граф Q7: нехай V={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} та граф містить цикл (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), тобто містить ребра σ1,2, σ2,3, σ3,4, σ4,5, σ5,6, σ6,7, σ7,1. 
Доведемо, що в цьому випадку фінальний граф містить десять ребер. Назвемо ребра графа Q7, які не належать циклу, діагоналями.
Твердження 1. Фінальний граф Q7 містить не більше, ніж десять ребер. 
Доведення. Припустимо протилежне, що граф принаймні має одинадцять ребер, тоді він містить хоча б чотири ребра, які не належать циклу (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7). Оскільки в графі вершин всього сім, то за принципом Діріхле існує хоча б одна вершина, з якої виходять хоча б дві діагоналі. Не зменшуючи загальності, будемо вважати, що це вершина 1. Якщо одна з діагоналей σ1,3 або σ1,6, то граф містить трикутник, що неможливо. Отже, з вершини 1 виходять діагоналі σ1,4 та σ1,5. Ми одержали протиріччя, оскільки граф містить трикутник (1, 4, 5). 

Твердження 2. Фінальний граф Q7 містить не менше, ніж десять ребер. 
Доведення. Припустимо протилежне, що він може містити не більше, ніж дев'ять ребер. Тоді Q7 містить дві діагоналі, це означає, що існує не менше трьох вершин, з яких не виходить жодної діагоналі.
Виберемо з цих вершин будь-які три та доведемо, що в циклі (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) ці вершини не містяться підряд. Припустимо протилежне, що вершини йдуть підряд. Не зменшуючи загальності, будемо вважати, що це вершини (1, 2, 3), тоді дві діагоналі проведені між вершинами (4, 5, 6, 7), але між цими вершинами можна провести лише діагональ σ4,7 так, щоб не утворився трикутник. Ми отримали протиріччя, яке доводить, що три вершини, з яких не проведені діагоналі, не йдуть підряд. Оскільки вони не йдуть підряд, то серед них можна вибрати дві вершини, відстань між якими більша, ніж дві вершини. Сполучивши цю пару вершин діагоналлю, ми не отримуємо трикутника. Отже, фінальний граф Q7 має більше дев'яти ребер. З тверджень 1 та 2 випливає, що фінальний граф Q7 має десять ребер (рисунок 12).

Нехай граф Q5 містить цикл (1, 2, 3, 4, 5), тобто містить ребра σ1,2, σ2,3, σ3,4, σ4,5, σ5,1. Розглянемо два випадки.

Випадок а): граф не містить ребро σ6,7, це означає, що існує вершина, яка з'єднана з вершиною 6 та вершиною 7. Не зменшуючи загальності, будемо вважати, що це вершина 1. Зрозуміло, що фінальний граф не може містити σ6,2, σ6,5, σ7,2,σ7,5. Тобто фінальний граф містить одне з ребер σ6,3 або σ6,4, а також містить одне з ребер σ7,3 або σ7,4. Отже, у цьому випадку фінальний граф Q5а містить дев'ять ребер (рис. 13). 
Випадок б): граф містить ребро σ6,7, це означає, що вершини 6 та 7 не можуть бути одночасно з'єднані з однією і тією ж вершиною циклу. Зрозуміло, що кожна з вершин 6 та 7 з'єднана не більше, ніж з двома вершинами циклу (1, 2, 3, 4, 5). Якщо припустити, що вершина 6 з'єднана з трьома вершинами, то серед них у циклі (1, 2, 3, 4, 5) виявляться дві сусідніх, додавши до яких вершину 6 ми одержимо трикутник. 
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	Рисунок 13
	Рисунок 14


Доведемо, що якщо вершини 6 та 7 з'єднані з трьома вершинами, то граф не є фінальним. Не зменшуючи загальності, будемо вважати, що вершина 6 з'єднана з двома вершинами циклу (1, 2, 3, 4, 5), а вершина 7 – з однією. Нехай це буде вершина 1, тобто граф містить ребро σ7,1. Зауважимо, що вершина 6 не може бути з'єднана з вершиною 3 та вершиною 4 одночасно, оскільки ми одержимо трикутник. Нехай граф не містить ребра σ6,3, тоді додамо до графа ребро σ7,3. Отже у фінальному графі є чотири ребра, які з'єднують вершини 6 та 7 з вершинами циклу (1, 2, 3, 4, 5). Тобто фінальний граф Q5б містить десять ребер (рисунок 14).
В усіх випадках, крім Q5а, кількість ребер парна, тому виграє другий гравець. Отже, перший гравець для того, щоб виграти повинен перейти в граф Q5а. 
Доведемо, що другий гравець зможе цього не допустити. 

Алгоритм гри для другого гравця.

Не зменшуючи загальності, можна вважати, що перший хід σ2,1. Другий гравець робить хід σ2,3. Якщо перший гравець додає ребро, інцидентне вершині 2, наприклад σ2,4, то другий гравець в залежності від цього робить хід σ2,5. При цьому ρ(2)≥4, а в фінальному графі Q5а немає вершини зі степенем чотири або більше. Отже, ця гра перейде в інший фінальний граф, при цьому виграє другий гравець.

Якщо перший гравець додає ребро, неінцидентне вершинам (1, 2, 3), наприклад σ4,5, то другий гравець додає ребро σ2,4, та наступним ходом додасть σ2,6 або σ2,7 в залежності від того, який хід не буде заборонений.

Якщо перший гравець додає ребро, неінцидентне вершині 1 або 3, наприклад σ3,4, то другий гравець додає ребро σ2,5, та наступним ходом додасть σ2,6 або σ2,7, в залежності від того, який хід не буде заборонений.

Отже, в усіх випадках ми отримуємо степінь деякої вершини не менше чотирьох, тому ця гра не завершиться в фінальному графі Q5а, при цьому виграє другий гравець.

Отже, у роботі винайдено цікаву гру «Графи без трикутників» та доведено, що при правильній грі для n=5, n=7 виграє другий гравець, при n=6 виграє перший гравець. При доведенні оптимальності стратегій використовується авторський метод фінальних графів.
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