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У рамках  лінеаризованої  теорії  пружності  розглянуто осесиметричну  задачу  про  тиск  двох  співвісних 
циліндричних  штампів  з  початковими  напруженнями,  що  тиснуть  на  шар  з  початковими  напруженнями. 
Дослідження представлені у загальному вигляді для теорії великих початкових деформацій та двох варіантів теорії 
малих початкових деформацій при довільній структурі пружного потенціалу.
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Вступ

У сучасних умовах стрімкого розвитку науки і техніки дослідження впливу початкових напружень на 
контактні характеристики пружних тіл, що взаємодіють, є актуальною проблемою як для фундаментальних 
розробок з механіки деформівного твердого тіла, так і для практичного використання у різних галузях проми-
слового комплексу.  Особливо це стосується  розрахунку важких фундаментних плит і будівельних пере-
криттів, що знаходяться в полі дії гравітаційних сил тощо. Тому є досить актуальним проведення нових 
теоретичних досліджень впливу початкових (залишкових) напружень на контактну взаємодію пружних тіл.

Не зважаючи на існуючі досягнення в теорії контактної взаємодії пружних тіл, все ще залиша-
ються недостатньо розроблені ряд проблем. Серед них – контактна осе симетрична взаємодія пружних 
тіл з початковими напруженнями, а саме: тиску двох попередньо напружених співвісних штампів на шар 
з початковими (залишковими) напруженнями. Оскільки один із аспектів сучасної проблеми передавання 
навантаження пов’язаний із якісно новим підходом – врахуванням залишкових напружень у тілах на за-
кон розподілу тиску в місцях їх дотику, то розрахунок важливих елементів конструкцій та їх створення 
дозволить ефективніше враховувати міцність матеріалів шляхом правильного оцінювання запасів міц-
ності та достатньо знижувати їх матеріаломісткість, зберігаючи у цілому потрібні функціональні характе-
ристики.

На сьогодні для проблем, які відносяться до контактних задач пружних тіл, у рамках класичних 
постановок отримано результати досліджень, що охоплюють широке коло питань. Вони достатньо відоб-
ражені у численних публікаціях періодичних видань. Детальний огляд задач контактної взаємодії пруж-
них тіл з початковими напруженнями представлений у роботах [1 - 4]. Дослідження питання контактної 
взаємодії кінечного циліндричного штампу на півпростір з початковими (залишковими) напруженнями 
розглянуто у роботі [5]. Задачі про тиск без тертя жорсткого кругового штампу на шар з початковими 
напруженнями присвячена робота [6], у якій лінеаризована осесиметрична задача розв’язана в загально-
му вигляді. У статті [7] розглянуто просторову задачу про тиск пружного штампу довільного поперечно-
го перетину на пружний півпростір без урахування сил тертя, а в роботах [8 - 9] представлено розв’язки 
осесиметричної задачі про тиск попередньо напруженого циліндра скінченної довжини на пружний шар 
з початковими напруженнями при довільній структурі пружного потенціалу для стисливих і нестисливих 
тіл. 

Мета і постановка задачі

Метою даної роботи є розв’язок осесиметричної статичної задачі про контактну взаємодію двох 
співвісних пружних циліндричних штампів з початковими напруженнями на пружний шар з початкови-
ми напруженнями. Розглянуто випадок коли шар деформується під дією тиску двох співвісних кругових 
штампів кінцевої довжини та різних радіусів і висоти без врахування сил тертя після виникнення у них 
початкового деформованого стану. Дослідження виконано у загальному вигляді для стисливих і нести-
сливих тіл для теорії великих початкових деформацій та двох варіантів теорії малих початкових дефор-
мацій при довільній структурі пружного потенціалу.

Постановка задачі: Нехай пружний необмежений шар з початковими напруженнями деформуєть-
ся  під  дією  тиску  двох  співвісних  попередньо  напружених  циліндричних  штампів  різної  висоти  і 
радіусів. Товщина шару в початковому деформованому стані пов’язана з товщиною у недеформованому 
стані відношенням 1 3 2h h= λ . Зовнішнє навантаження Р викликає переміщення вільних торців в напрям-
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ку осі симетрії 3Оу . Бокові поверхні штампів, а також поверхні шару за межею контакту вільні від зов-
нішніх зусиль. В області контакту тіл дотичними зусиллями нехтуємо.

Вважаємо, що початкові стани у шарі та штампах однорідні та рівні, а пружні потенціали – двічі 
неперервно-диференційовні функції алгебраїчних інваріантів тензора деформацій Гріна [4].  Крім того, 
дія штампів викликає в шарі мале збурення основного напруженого стану, для якого виконуються умови

11 22 33
0 0 0 1 2 30; 0; .S S S λ λ λ= = =№ № 321 λ≠λ=λ .

Усі величини, які відносяться до верхнього та нижнього пружних штампів, будемо записувати з 
верхнім індексом (1) та (2), відповідно, а для пружного шару – без індексу.

Виклад матеріалів досліджень

Дослідження проводимо у координатах початкового деформованого стану iОy , які пов’язані з 

лагранжевими координатами співвідношеннями ( 1,3)i i iy x i= λ = .
Враховуючи дану постановку задачі, а також припускаючи, що пружні штампи виготовлені із 

різних ізотропних, трансверсально-ізотропних матеріалів, а переміщення торців штампів задано величи-
нами  +ε  і  −ε  –  для  визначення  складових  вектора  переміщення  і  тензора  напруження  у  пружних 
штампах і шарі, маємо наступні граничні умови:

1) на торцях пружних штампів з початковими напруженнями:

+ε−=)1(
zu ;   ;0)1( =τ rz    ],0[)( 1Rr ∈∀ ,   3 1y h H= + ,                                 (1)

(2)
zu −= − ε ;   ;0)2( =τ rz    ],0[)( 2Rr ∈∀ ,   23 Hhy −−= ;                              (2)

2) на боковій поверхні пружних штампів:
0)1( =σ z ;   ;0)1( =τ rz    ],0[)( 13 Hy ∈∀ ,   1Rr = ,                                      (3)

0)2( =σ z ;   ;0)2( =τ rz    ],0[)( 23 Hy ∈∀ ,   2Rr = ;                                     (4)
3) на межі пружного шару в області контакту:

(1)
3 zu u= ;   ;~ )1(

33 zQ σ=    0~ )1(
3 == rzr tQ ,   ],0[)( 1Rr ∈∀ ,   13 hy −= ,                (5)

(2)
3 zu u= ;   ;~ )2(

33 zQ σ=    0~ )2(
3 == rzr tQ ,   ],0[)( 2Rr ∈∀ ,   23 hy −= ;               (6)

4) на межі пружного шару поза областю контакту:
0~~

333 == rQQ ,  ],[)( + ∞∈∀ rr ,  hy ±=3 .                                            (7)
Умови рівноваги приводять до співвідношення:

1 2

3 1 3 2
33 33

0 0
(0, ) (0, ) .

R R

y h y h
Q d Q d

= =
ρ ρ ρ = ρ ρ ρЧ Чт т

А рівнодіюча зовнішніх сил визначаються рівністю:
1 2

3 1 3 2
33 33

0 0
2 (0, ) 2 (0, ) .

R R

y h y h
P Q d Q d

= =
= − π ρ ρ ρ = − π ρ ρ ρЧ Чт т

Крім  того,  у  випадку  осесиметричної  задачі  використовуємо  циліндричні координати   

),,( izr θ  , де 0,5
3i iz y n−= . 

Загальний розв’язок ( ) ( ) ( )
11 1 1 2

і і іv zχ = χ + χ    поставленої задачі для випадку рівних коренів 1 2n n=  
будемо шукати у вигляді 

( )( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 2 2
1 1 1 2 0 2 2 1(1 ) ( 1) (1 ) 2 (3 ) (3 2 )і i i i iv z z m m E H r z− − −

±
й щχ = ε + − + χ − − θ − +л ы

( )( ) ( ) 1 ( ) ( )
0 2 1 3 11

1
( ) ( ) ( )i i i i

k k k k k
k

R J r S z z S z
Ґ

−

=

й+ χ α µ α + α +ле  

( )
( ) 1 ( ) ( ) 0 0 1

1 1 0 1 1 1 1( ) ( )
1 1 1

(1 ( ))(2 ) 1 ( ) ( )
( )

i
i i i k

k k k ki i
k k

s I v RR b H z I v r S z v
v R I v R

−
щж цж ц− γ+ γ + + γ γ ъз чз чз чγ γ ъи ши ш ы

.                (8)
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Для визначення напружено-деформівного стану у пружних циліндрах використовуємо лінеари-
зовані рівняння [4] з яких випливають вирази для компонент вектора переміщення і тензора напруження 
для стисливих і нестисливих тіл.

( )( )( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 2 2 1 ( )
3 2 1 2 1 1 1 1 1 0( 1) 1 2 ( ) 2 4i i i i iu m v E H r z m z v z− − −

±
й щ= ε − + − θ − + + χ +л ы

( )
( ) ( )2 ( ) ( ) 0 0 1

2 0 1 1 1 1 1 1( ) ( )
1 1 1 1

(1 ( ))0,5 ( ) 1 sin( )
( )

i
i i i i k

k k k k ki i
k k k

s I v RR b I v r H v z m v z
v R I v R

Ґ

=

м йж цж ц− γп+ χ γ γ + + γ +к з чн з чз чγ γк и ши шп ло
е

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )02
1 1 1 2 1 1 1 3 1 2 1 5 1

1

( )(1 ) cos( ) ( 1)
i

i i ik
k k k k k

k

J rm v z m S z z v S z m v S z
n

ьщ α− пй щ+ γ − α α + α + − α эъ л ыγ пы ю
   ,

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 ( ) 1
3 44 1 2 0 1 1 1 1 2 2 18 ( ) 1 1i i i i i iC E v H R m l v z m l z− −

±
й щσ = ε − θ χ + + + + +л ы

( )
( )

( ) ( )2 ( ) ( ) 0 0 1
2 1 0 1 1 1 ( ) ( )

1 1 1 1

(1 ( )0,5 ( ) 1 1 )
( )

i
i i i i k

k k k k k i i
k k k

s I v RR b n I v r m l H
v R I v R

Ґ

=

м й ж ж ц− γп+ χ γ γ + γ + +к зн з чз γ γк и шип ло
е

( )1 1 1 1 2 2 1 1cos( ) 1 sin( )k kv z v z m l v zц
+ γ + + γ −щч ыш

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 1 4 1 1 1 5 1 2 2 3 1

1

( ) 1 1i i i i i i
k k k k k k

lJ r m S z v z S z m l S z
v

ьй щп− α α + α α + α + + α эк ъ
пл ыю

   . (9)

( ) ( )
( ) ( )2

2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 44 0 1 2 1 1 1( ) ( )

12

4 1
( ) 1 1

2

i i
i i i i i
r k k k k ki i

k

E r m RC v b I v r m H
H

Ґ

±
=

м й ж+ жпτ = ε χ + χ γ γ + γ +кн з зθ к иип ло
е

( )
( )

0 0 1
1 1 1 1 2 1 1( ) ( )

1 1 1

(1 ( )) sin( ) 1 cos( )
( )

i
k

k ki i
k k

s I v R v z v z m v z
v R I v R

щцц− γ+ + γ − + γ +ъчч чγ γ ъш ш ы

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 1 1 1 3 1 2 5 1

1

( ) 1 1
i

i i i i ik
k k k k kJ r m S z v z S z m S z

v
ьα й щ+ α α + α + α + + α эл ыю

   ,

де 1, 2;i=  , ( )( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )2 ( )
2 1 1 1 28 (1 ) 4 (1 )i i i i i iE m H n H v m R H− − −θ = + − + − , 2

0
1

1 ,
1

ms
m

+=
+ ;

1
1111 1 3113 1133 1313

1 1
1 1 1 3 3

(ω ω )(ω ω ) ;

λ (λ ) ;

n
m

q n q

−

−

ў ў ў ўм − +п= н
по

1
1133 1313 1133 1313

2

(ω ω )( ) ,
1,

m
−ў ў ў ўм − ω + ω

= н
о

1313
44

1313

,
' .

C
ўωм

= н κо
1 1

1313 1331 1313 1331 1133 1313 1111 1 1133
1 1 1

1313 1331 3 3 1313 1331 3 3 1 1 1

( ( )( )( ) );

' ( ' ( ' ' )( ) );

n
l

q q q n

− −

− −

ў ў ў ў ў ў ў ўмω ω + ω − ω ω + ω ω + ωп= н
κ κ + λ κ − κ λ + λпо

1
3333 1 2 1133 1 1 1313 2

2 1 1 1 1 1
3333 1 1 1 3 3 1111 1133 1313 1 1 1 3 3 3113 1 1313

( ( 1) )( (1 )) ,

( ' ( ' 2 ' ' ) 3 ' )(2 ' ) ,

m m n n m
l

m q q n q q n

−

− − − − −

ў ў ўм ω + − − ω ω +п= н
κ + λ λ κ − κ − κ − λ λ κ κпо

0 0 0 0 0 0
11 22 33 11 22 33( , , ), ( , , )im im im imS S S  S S Sα β α β α β α βў ў ў ўω = ω κ = κ − складові тензора модулів пружності 

четвертого порядку, iλ  – коефіцієнти видовження вздовж координатних осей iy ;
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( ) ( ) 1 ( ) ( , ) ( )
2 1 0 1 1( ) ( ) ( ),i i i k i i

k k k kS z R s ch z R E sh z R− − −α = µ µ + µ  
( ) ( ) ( , ) ( )

3 2 1 1( ) ( ) ( ),i i k i i
k k kS z sh z R M ch z R− −α = − µ − µ
( ) ( ) 1 ( ) ( , ) ( )

4 1 0 1 1( ) ( ) ( ),i i i k i i
k k k k kS z R s sh z R E ch z R− − −α = µ µ + µ  
( ) ( ) ( , ) ( )

5 2 1 1( ) ( ) ( ),i i k i i
k k kS z ch z R M sh z R− −α = − µ − µ

( , ) ( , ) ( )
2, ,k i k i i

kE M b − величини, які виражаються із граничних умов (1) - (7).
Напружено-деформівний стан у пружному шарі з  початковими (залишковими) напруженнями 

для рівних коренів 1 2n n=  визначимо з [4] через гармонійні функції у вигляді інтегралів Ханкеля. Задо-

вольнивши граничні умови (1) і (2), після ряду перетворень при 1
3 1( 1)iy h+= −  ( 1, 2)i  =  матимемо:

( )
3 2 0 0

0 0

( ) ( )( ) ( ) ( )iQ Qu J d K h J d
Ґ Ґж цξ ξ= ω ξ ρ ξ − ξ ξ ρ ξз чξ ξи ш
т т
 

 . 33 1 0
0

( ) ( )Q Q J d
Ґ

= ω ξ ξ ρ ξт  ,       (10)

де 1 44 1 1(1 )C l mω = + κ , ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1
1 2 1 1 0 1/ , 2 , ( )i i i i

i ih h R h v m s s v− −= ϕ = ξ ω = − .
У співвідношеннях (10) введено позначення:

3 3( ) 1
2( ) (1 ( )) .iQ B R K− −ξ = ξ − ξ 

1 ( ) 1
0 1( ) ( 1)( ) , , 2 .t iK t t e t sht s s t h v− − −= κ − + + κ κ = − = ξЧ Ч

Використовуючи розв’язки для циліндра (9) й задовольняючи граничні умови (1) - (7), знайдемо 
власні значення задачі для випадку рівних коренів 1 2n n= :

( )2 ,i
k kH −γ = π  

( )
( )

( )

i
i k

k iR
µα = , де ( )

1( ) 0i
kJ µ =  ( 0,1,2,...)k = .                            (11)

Враховуючи граничні умови, сталі  ( )i
kχ визначимо із системи парних інтегральних рівнянь: 

0
0

0
0

( ) ( ) ( ), ( 1),

( ) ( ) 0, ( 1)

Q J d f

Q J d

Ґ

Ґ

ξ ξ ρ ξ = ρ ρ <
η

ξ ξ ρ ξ = ρ >

т

т





                                                      (12)

1 ( 2( 1 ( (
2 0 2 2 0 3 0

1
( ) 1 2( 1) ( )і) і) і) і)

k k
k

f m R J
Ґ

− −
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де 1
3 1 2 1 0 1( ( 1) )v m m s n−ω = − − .

Та зведемо (12) до інтегральних рівнянь типу Фредгольма другого роду відносно функції ( )ξQ~ :
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1 0

2 0

( ) ( ) ( , )2 2( ) ( ) ,
iQ u K uh uQ p du

u

Ґ
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π ω π т
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Пропускаючи деякі викладки, матимемо

1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1
1 2 0

0

( ) ( ) 8 ( ) , ( ) .i i i i i i i
k k kQ J d E l R N R

Ґ
− − −

± ±ξ ξ ξ ξ = − ε κ θ χ χ = − µ εт              (14)

Систему (13) будемо шукати методом послідовних наближень. При (1) (2)R R R= = , тоді дана за-
дача співпадає із задачею про тиск пружного циліндричного штампу радіуса R на пружний шар з почат-
ковими напруженнями [8 - 9]. Нульовим наближенням для ( )ξQ~  буде:

1 (0) 1
2( ) 2( ) ( ),Q p− −ξ ξ = − π ω ξ .

Наступні наближення визначимо за формулою:

1 ( ) 1 1 ( 1) ( )
0

0

( ) 2 ( ) ( ) ( , )k k iQ u Q K uh u du
Ґ

− − − −ξ ξ = π ξ ψ ξт   .

Розв’язок (13) запишемо у вигляді:

( )

0
( ) ( ), ( 1, 2)k

і і
k

Q Q  i=  
Ґ

=
ξ = ξе  .                                                        (15)

Аналогічно  [8  -  9],  для  визначення  сталих  ( )i
kχ ( ) ( 0,1,2,..,  =1, 2)i

k k i=χ  отримаємо  нескінченні 
квазірегулярні системи алгебраїчних рівнянь:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
( 0,1,2,.., 1, 2)i i i i i

k k kn n k
n

k  i=  
Ґ

=
α χ + α χ = β =е .                                      (16)

При обчисленні функції (15) й коефіцієнтів (16) більшість інтегралів у кінцевому вигляді не об-
числюються. Тому, починаючи із другого наближення, підінтегральні функції розкладаються у ряди по 
степенях (i)h− , що дозволяє обчислити коефіцієнти систем (16) наближено. 

Використовуючи умову рівноваги, встановимо зв’язок між осадом торців штампів та рівнодію-
чою навантаження

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )
1 2 08 ( ) ( 1 2).і і і і іP E l R ,  і= , −

±= π ε ω κ θ χ
Визначивши невідомі сталі ( )i

kχ ( ) ( 0,1,2,..,  =1, 2)i
k k iχ =  із систем (16), можна обчислити напруже-

но-деформівний стан як у пружних штампах, так і в шарі за формулами (9) - (10).
У результаті цього розв’язок представлений у вигляді рядів через нескінченну систему констант, 

що визначаються із систем регулярних лінійних алгебраїчних рівнянь. 
Система (16) була розв’язана методом редукції для потенціалу Бартенєва-Хазановича при таких 

значеннях параметрів: 1 132; 10; 0,7; 0,8; 1; 1,1; 1,0, 2.5; k n  l    v   v  = = = λ == =  На рис. 1 представ-

лений розподіл контактних напружень під штампами ( )2 ( ) ( )
3

і і іR P−π σ , а на рис. 2 – переміщення у пруж-

них штампах 1 ( )
3

іu−
±ε  при ξ =0,75.
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Рис. 1 –  Розподіл контактних напружень 
під штампами

Рис. 2 – Переміщення у пружних штампах при ξ =0,75

На рис. 1, 2 пунктирні лінії відповідають переміщенню і напруженню при відсутності початко-
вих напружень ( 1λ = 1), суцільні – з початковими напруженнями.

Висновки

У даній роботі в рамках лінеаризованої теорії пружності подано постановку та розв’язок осеси-
метричної статичної задачі про тиск  двох співвісних скінченних циліндричних штампів з початковими 
напруженнями на попередньо напружений шар, для якої були сформульовані відповідні граничні умови. 
Всі дослідження виконані у загальній формі для теорії великих (скінченних) початкових деформацій і 
двох варіантів малих початкових деформацій при довільній структурі пружного потенціалу для стисли-
вих і нестисливих тіл.

Числова  реалізація  методу  дослідження  дала  змогу  графічно  відобразити  вплив  початкових 
напружень на закон розподілу контактних  характеристик попередньо напружених  тіл для потенціалів 
найпростішої структури, який полягає у наступному: 

1) початкові напруження при стиску призводять до зменшення сили напружень у циліндричних 
штампах, а при розтягненні – до їх збільшення, а для переміщень все відбувається навпаки; 

2)  найбільший  вплив  початкових  напружень  відзначений  на  бічній  поверхні  циліндричних 
штампів у зрізах 0 ≤ ξ ≤ 1;

3) для пружного шару вплив початкових напружень аналогічний, причому на характер дії почат-
кових напружень його товщина не впливає, а впливає лише на їх значення;

4) більш суттєво, у кількісному плані, початкові напруження діють у високоеластичних матеріа-
лах у порівнянні із більш жорсткими, але якісно їхній вплив зберігається;

5) небезпечною є ситуація,  коли початкові напруження наближаються до значень поверхневої 
нестійкості, оскільки контактні напруження і переміщення різко змінюють свої значення.

Тобто, наявність попередньо напруженого стану під час контактної взаємодії пружних тіл дає 
змогу регулювати контактні напруження та переміщення при розрахунках на міцність деталей машин та 
конструкцій. Причому для контактних напружень небезпечними є початкові напруження у випадку роз-
тягнення, а для переміщення – у випадку стиску.

Отже, виявлений при дослідженні вплив початкових напружень є суттєвим для стисливих та не-
стисливих тіл. Це підтверджено одержаними аналітичними, графічними та числовими результатами, що 
дає змогу використовувати їх в інженерних розрахунках.
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Maksymchuk D.N.  Axisymmetric contact interaction of two coaxial pre-tighten  these cylinders and elastic 
layer with initial (residual) stresses.

The article deals with the coaxial mixed type task of measuring pressure of prestressed two coaxial cylinder punch-
es upon a layer with initial (residual) stresses within the framework of linear elasticity theory.  We consider the cases in the 
absence of the friction forces. In general, the research was carried out for the theory of great initial (ultimate) deformations 
and different variants of the theory of small initial deformations with arbitrary structure of elastic potential. 

It is assumed that the elastic dies as well as the layer are made of different isotropous, transversely isotropic or 
composite materials and they are interacting on one of the dieses surfaces.

The mode of deformation in elastic layer with initial (residual) stress will be defined with the help of harmonic 
functions as the Henkel integrals. We should note, although the Henkel-method does not provide exact solutions, but it lets us 
reduce the task to the Fredholm equations, which let us use the method of consecutive approximations. Consequently we got 
a components of potential vector and tenzor of deformations in the case of equal roots of axis-symetrical type task.

So, the received solutions are defined by lines with the help of very many constants. These constants are defined 
with two systems of regular linear algebraic equations. The research was carried out on the problem of the influence of initial 
stresses on the law of distribution of contact disorders in the elastic layer with initial (residual) stresses. 

Key words: linear elasticity theory, initial (residual) stresses, Henkel transformations, theory of small initial deformations, 
Fredholm equations.
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