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Определено смешанную стратегию в наивыгоднейшей симметричной ситуации в диадической игре трёх лиц 

как модели охраны окружающей среды при её загрязнении тремя промышленными предприятиями. Предложе-
но к использованию программную MATLAB-функцию, которая, фактически, управляет активизацией очистных 
сооружений на предприятии, реализуя практически при этом наивыгоднейшую смешанную стратегию в форме 
двухэлементного вектора вероятностей. 
Ключевые слова: диадическая игра, симметрическая ситуация. 
 
There has been determined the mixed strategy in the most advantageous symmetric situation of the dyadic three-

person game as the environment preservation model by polluting it with the three industrial enterprises. It has been pro-
posed to use the program MATLAB-function, which actually controls the cleaning installations energization at the en-
terprise, at that realizing practically the most advantageous mixed strategy in the form of the two-element vector of 
probabilities. 

Key words: dyadic game, symmetric situation. 
 
Вступ. Математичне моделювання екозахисних явищ і систем є актуальною проблемою 

фундаментальних і природничих наук. Це стосується не тільки побудови самих моделей, а й 
шляхи їх практичного застосування у реальних процесах екологічного врівноваження. Діа-
дична бескоаліційна гра [1, 2] є найбільш зручною математичною моделлю конфліктних 
явищ при взаємодії декількох суб’єктів забруднення довкілля і державних органів екологіч-
ного моніторингу [3, 4]. У такій грі кожен суб’єкт забруднення має тільки дві стратегії: або 
використовувати очисні споруди, або не використовувати їх, сприяючи погіршенню екологі-
чного стану. Розв’язки діадичних ігор, зазвичай, шукаються як перетин множин прийнятних 
для кожного гравця ситуацій, але вони не обов’язково є однаково справедливими і вигідними 
одночасно. Крім того, практична реалізація розв’язків у змішаних стратегіях утворює ще од-
ну додаткову проблему [5-10]. 

Аналіз попередніх досліджень. У найпростішому випадку модель охорони довкілля 
представляється у формі діадичної гри, де нульова чиста стратегія означає екологічну чисту 
активність суб’єкта забруднення, а одинична чиста стратегія означає таку діяльність, що 
сприяє локальному погіршенню стану даної екосистеми. Така модель розглянута в [1, с. 193 
— 197], де три підприємства змушені для певних своїх технічних потреб користуватися во-
дою з деякої водойми. Природний екологічний баланс у цій водоймі автономно відновляєть-
ся тільки за умови, коли зливає відпрацьовану воду у неї не більше одного підприємства. За 
порушення цієї умови усі три підприємства підлягають стягненню у розмірі трьох одиниць з 
кожного, тоді як використання очисної технології для відновлення відпрацьованої води кош-
тує одну одиницю. У цій діадичній грі не існує одночасно справедливих, вигідних і рівнова-
жних ситуацій, але можна відшукати симетричну ситуацію, яка буде найбільш вигідною для 
кожного підприємства. Якщо така ситуація складатиметься зі змішаних стратегій, то для її 
реалізації у практичній діяльності можна використати результати робіт [7, 10-12]. 

Мета роботи. Практична реалізація стратегії у діадичній грі з трьома суб’єктам забруд-
нення водойми. 

Матеріал і результати дослідження. Формулювання задачі. Нехай ix  є чистою стратегі-

єю i -го підприємства, де { }0, 1ix ∈  1, 3i∀ = . Візьмемо за iγ  імовірність того, що i -е підпри-
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ємство не буде використовувати очисну технологію для штучного відновлення відпрацьова-
ної води. Тоді iγ  є імовірністю вибору чистої стратегії 1ix = . Знайдемо таку симетричну си-

туацію { }* * *, ,γ γ γ  з * iγ = γ  1, 3i∀ = , у якій виграші ( ){ }3
* * * 1
, ,i i

V
=

γ γ γ  кожного з підприємств-
гравців будуть однаковими і найбільшими. Якщо така ситуація існує, то на базі програмної 
платформи MATLAB необхідно побудувати програмні функції, які дозволять практично реа-
лізувати ситуацію { }* * *, ,γ γ γ  у реальних процесах. 

Визначення найбільш вигідної симетричної ситуації. Позначимо через ( )1 2 3, ,iK x x x  ви-

граш i -го підприємства у ситуації { }1 2 3, ,x x x  у чистих стратегіях. Тоді виграшем i -го під-

приємства у ситуації { }1 2 3, ,γ γ γ  у змішаних стратегіях є 
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

31 1 1
1

1 2 3 1 2 3
0 0 0 1

, , 1 , ,j jx x
i j j i

x x x j

V K x x x
−

= = = =

 
 γ γ γ = − γ γ =
 
 

∑∑∑ ∏  

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3 1 2 31 1 1 0, 0, 0 1 1 0, 0, 1i iK K= − γ − γ − γ + − γ − γ γ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 31 1 0, 1, 0 1 0, 1, 1 1 1 1, 0, 0i i iK K K+ − γ γ − γ + − γ γ γ + γ − γ − γ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 31 1, 0, 1 1 1, 1, 0 1, 1, 1i i iK K K+γ − γ γ + γ γ − γ + γ γ γ                      (1) 
 

для 1, 3i = . Вираз (1) для симетричної ситуації { }, ,γ γ γ  спрощується до такого: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

31 1 1
1

1 2 3
0 0 0 1

, , 1 , ,j jx x
i i

x x x j

V K x x x−

= = = =

 
 γ γ γ = − γ γ =
 
 

∑∑∑ ∏  

( ) ( ) ( ) ( )3 21 0, 0, 0 1 0, 0, 1i iK K= − γ + − γ γ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )221 1 0, 1, 0 1 0, 1, 1 1 1, 0, 0i i iK K K+ − γ γ − γ + − γ γ + γ − γ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 31 1, 0, 1 1 1, 1, 0 1, 1, 1i i iK K K+γ − γ γ + γ − γ + γ                              (2) 
 

для 1, 3i = , де вочевидь, що функція (2) є незмінною 1, 3i∀ = . З урахуванням того, що 
 

( ) ( ) ( ){ } { }1 2 30, 0, 0 , 0, 0, 0 , 0, 0, 0 1, 1, 1K K K = − − − ,                              (3) 

( ) ( ) ( ){ } { }1 2 30, 0, 1 , 0, 0, 1 , 0, 0, 1 1, 1, 0K K K = − − ,                                (4) 

( ) ( ) ( ){ } { }1 2 30, 1, 0 , 0, 1, 0 , 0, 1, 0 1, 0, 1K K K = − − ,                                (5) 

( ) ( ) ( ){ } { }1 2 30, 1, 1 , 0, 1, 1 , 0, 1, 1 4, 3, 3K K K = − − − ,                                (6) 

( ) ( ) ( ){ } { }1 2 31, 0, 0 , 1, 0, 0 , 1, 0, 0 0, 1, 1K K K = − − ,                                (7) 

( ) ( ) ( ){ } { }1 2 31, 0, 1 , 1, 0, 1 , 1, 0, 1 3, 4, 3K K K = − − − ,                                (8) 

( ) ( ) ( ){ } { }1 2 31, 1, 0 , 1, 1, 0 , 1, 1, 0 3, 3, 4K K K = − − − ,                                (9) 

( ) ( ) ( ){ } { }1 2 31, 1, 1 , 1, 1, 1 , 1, 1, 1 3, 3, 3K K K = − − − ,                               (10) 
 

функція (2) спроститься ще й до 
( ) 3 2, , 6 9 1iV γ γ γ = γ − γ + γ −                                                  (11) 
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для 1, 3i = .  
Знайдемо максимум функції (11), який досягається у найбільш вигідній ситуації для кож-

ного з підприємств. Нулями першої похідної 

( ) ( )3 2, , 6 9 1i
d dV
d d

γ γ γ = γ − γ + γ − =
γ γ

 

218 18 1= γ − γ +                                                            (12) 
 

функції (11) є 
1 3 7

6
−

γ = γ =                                                           (13) 

та 
2 3 7

6
+

γ = γ = ,                                                         (14) 

які, до речі, є ймовірностями, оскільки належать інтервалу ( )0; 1 . Так як друга похідна 

( ) ( )
2

2
2 , , 18 18 1i

d dV
d d

γ γ γ = γ − γ + =
γ γ

 

( )36 18 18 2 1= γ − = γ −                                                      (15) 

функції (11) у точці (13) набуває від’ємного значення ( )6 7− , то точка (13) є точкою ма-

ксимуму функції (11), у якій 
3 7 3 7 3 7 7 7, , 2

6 6 6 18iV
 − − −

= −  
 

                                        (16) 

для 1, 3i = . Тому симетрична ситуація 

{ } { }1 1 1
* * *, , , ,γ γ γ = γ γ γ =  

3 7 3 7 3 7, ,
6 6 6

 − − − =  
  

                                                 (17) 

є найбільш вигідною для підприємств, у якій втрати підприємств як їх від’ємні виграші 
7 7 2 0.971097
18

− ≈ −  є меншими за одиницю. На противагу цьому симетрична ситуація 

{ }2 2 2, ,γ γ γ  з імовірністю (14), котра мінімізує функцію (11), буде найбільш невигідною, 

коли виграші підприємств 7 7 2 3.0289
18

− − ≈ −  є найменшими. 

Використання MATLAB для практичної реалізації стратегії у найвигіднішій ситуації 
(17). Для того, щоб у реальному процесі функціонування підприємства йому вдалося реалі-
зувати стратегію у ситуації (17) практично, можна використати програмну платформу 
MATLAB [13, 14], де є можливість дописувати власні програмні функції, які запускатимуть-
ся з рядка командного вікна MATLAB. Скористаймось результатами робіт [7, 10-12] і 
MATLAB-проектом «opr1p1», код якого наведено на рис. 1. Практична реалізація змішаної 
стратегії 

 

[ ] 1 1
* *

3 7 3 71 1
6 6

 + − − γ γ = − γ γ =   
 

                                 (18) 
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Рисунок 1 — Код програмної функції «opr1p1» для її запуску з рядка командного вікна 
MATLAB та використання як підфункції в інших програмних функціях 

 

полягає у виборі чистих стратегій 0ix =  та 1ix =  з відповідними імовірностями 3 7
6

+  та 

3 7
6

− . Тоді вхідним аргументом програмної функції «opr1p1» буде вектор (18), а поверта-

тиме вона номер чистої стратегії, яку у поточному повторенні гри необхідно обирати. Згідно 
цього кожне підприємство може використовувати елементарну програмну функцію 
«d3pstoday», код якої представлено на рис. 2, де, власне, і використовується програмна під-
функція «opr1p1». Про всяк випадок передбачений вихідний аргумент функції «d3pstoday» як 
номер рекомендованої до обирання чистої стратегії. Приклади її застосування продемонст-
ровані на рис. 3. 

 

 
 

Рисунок 2 — Код програмної функції «d3pstoday» для її запуску з рядка командного вікна 
MATLAB і повідомлення підприємства про те, чи вмикати (сьогодні) очисні споруди 

 
На рис. 4 представлено код ще однієї програмної функції «dyad3person», котра створена 

для імітаційного моделювання результатів діяльності трьох осіб у досліджуваній діадичній 
грі, де кожен з гравців для реалізації стратегії (18) використовує «d3pstoday». Єдиним вхід-
ним аргументом функції «dyad3person» є кількість етапів N  (зокрема, наприклад, днів) фун-
кціонування трійки підприємств. 

Функція «dyad3person» повертає середні значення виграшу 
 

( )1 2 2
1

1 , ,
N

n n n
i i

n

V K x x x
N

=

= ∑                                                 (19) 
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i -го підприємства 1, 3i∀ =  за N  етапів, де n
jx  є чистою стратегією j -го підприємства, 

яку воно обирає на n -му етапі 1,n N∀ = . 

 
 

 
Рисунок 3 — Запуски функції «d3pstoday» й отримання повідомлень про підтримку акти-

вних очисних споруд або їх вимкнення 
 
 

Користувачу також повертається і накопичувальний середній виграш 
 

( ) ( )1 2 2
1

1 , ,
n

l l l
i i

l

V n K x x x
n

=

= ∑%                                                (20) 

 
на n -му етапі 1,n N∀ = .  
 
Зрозуміло, що (19) і (20) при n N=  співпадають.  
Як додаток, після запуску й усіх обчислень функція «dyad3person» повертає ще графіки 

розподілу значень ( ){ } 1

N

i n
V n

=
%  1, 3i∀ = .  

Приклади результатів імітаційного моделювання за допомогою «dyad3person» показані на 
рис. 5, а на рис. 6 відображено приклад графіків накопичувальних середніх виграшів підпри-
ємств, що функціонуватимуть протягом п’яти років.  

На цих прикладах добре видно, що програмна функція «d3pstoday» працює коректно, грав-

ці за N  етапів отримують середній виграш, близький до 7 7 2 0.971097
18

− ≈ − , і кожному під-

приємству можна використовувати «d3pstoday» для свого найвигіднішого функціонування. 
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Рисунок 4 — Код програмної функції «dyad3person» для імітаційного моделювання ре-
зультатів найвигіднішої діяльності трійки підприємств протягом N  етапів (днів) 

 

 
 

Рисунок 5 — Середні виграші підприємств за один та 10 років їх функціонування  
в умовах досліджуваної діадичної гри 
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Рисунок 6 — Розподіли значень (20) для 1825N =   
(п’ять років функціонування підприємств) 

 
Висновки. Оскільки діадична гра трьох осіб як суб’єктів забруднення водойми не має рі-

вноважних ситуацій, які б були одночасно і вигідними, й симетричними, то використання 
змішаної стратегії (18) у найбільш вигідній ситуації (17) є раціональним рішенням для кож-
ного підприємства.  

Для практичної реалізації цієї стратегії суб’єкт забруднення може застосувати програмну 
MATLAB-функцію «d3pstoday», коректність та адекватність якої підтверджується імітацій-
ною MATLAB-моделлю «dyad3person».  

Справедливо зауважимо, що в умовах використання стратегії (18) рівень забруднення во-

дойми є невеликим, адже 3 7 0.059
6

−
≈  і це означає, що у сукупності лише 18 відсотків від-

працьованої води скидатиметься у водойму без очищення, тоді як рівень дозволеного забру-
днення складає близько 33 відсотків. Цей додатковий аспект екологічно чистої діяльності 
підприємств у подальшому може слугувати приводом для їх заохочення з боку держави 
(скажімо, преміювання [15]).  

Перспектива подальшого дослідження полягає, безумовно, у розв’язуванні тієї самої за-
дачі для більшої кількості однотипних підприємств, котрі вимушені спільно використовува-
ти локальні природні ресурси. Оптимально-раціональні рішення у таких системах, зокрема, 
можуть бути використані і для одного підприємства, яке має декілька однакових технічних 
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вузлів, що у змінному режимі своєї активності працюють на водних ресурсах навколишнього 
середовища. 
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